Capitolo 3

Spazi metrici

3.1 Metrica

Sia W un insieme e u, v due suoi elementi. Si definisce distanza o metrica su W una funzione d(u,v)
che ad ogni coppia di elementi di W fa corrispondere un numero reale tale che

a) d(u,v) >0, con d(u,v) =0 seesolose u=uv,
b) d(u,v) = d(v,u),
¢) d(u,v) < d(u,w) + d(w,v), Yu,v,we W.

Un insieme dotato di una distanza cosi definita si dice spazio metrico.

e Esempi

1) Dato lo spazio vettoriale R, definiamo la distanza tra due numeri reali =,y come
d(l‘,y) - ‘:B - y’

E immediato verificare che questa distanza ¢ una metrica in R. Lo stesso vale per un qualunque
intervallo (a,b) C R.

2) Dato lo spazio vettoriale euclideo E,, definiamo
d(u,v) =|Jlu—v|, Yu,v € E,.

La distanza cosi introdotta in E,, ¢ una metrica infatti si ha

lu—v| >0, con |lu—v||=0, seesolose u—v=0.
lu—v[=V@-v) (u-v)=V(v-u) (v-u)=|v-ul,
lu—v|=llu-—w+w—-v|| <|[u—-w||+|w—v| (perladiseg. triang.),

e lo spazio F,, assume la struttura di spazio metrico.

3) Sia C(]a, b]) lo spazio delle funzioni reali di variabile reale continue in [a, b]. Date due funzioni
fyg € C([a,b]), definiamo
d(f,g) = sup |f(z)—g(z)|

z€la,b]
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Questa definizione ha senso in quanto le funzioni di C(]a, b]) sono limitate in [a, b]. Sono inoltre
soddisfatti i requisiti della metrica, in quanto,

sup |f(z) —g(x)| >0, (=0 seesolose f(z)=g(x) identicamente),

z€[a,b]
sup |f(z) —g(z)| = sup |g(z) — f(z)],
z€(a,b] z€[a,b]
sup |f(z) —g(x)| = sup [f(z) — h(z)+ h(z) — g(z)]
z€[a,b] z€[a,b]
< sup [f(z) —h(z)|+ sup |h(z)—g(a)],
z€[a,b] z€[a,b]

quindi lo spazio C([a, b]) assume, con la definizione data, la struttura di spazio metrico. Questa
metrica si dice anche metrica della convergenza uniforme. Tale denominazione sara chiarita in
seguito.

4) Sia C" 'insieme delle n-uple ordinate di numeri complessi z = (21, 22, ..., 2, ). Poniamo

Con questa distanza C™ assume la struttura di spazio metrico. La verifica delle proprieta a)-c)
segue dalle proprieta dei moduli dei numeri complessi ed ¢ immediata.

Nel seguito chiameremo semplicemente punti gli elementi di uno spazio metrico.

Consideriamo uno spazio metrico W ed una successione di punti {y,}newy di W. Diremo che {y,}
converge al punto y € W e scriveremo lim,, o ¥n = ¥, Se, fissato un € > 0, esiste un indice v € IN tale
che per n > v si abbia

d(yn,y) <&,

essendo d la metrica di W. In altri termini, la convergenza di una successione di punti in W e
equivalente alla convergenza della successione numerica

h = d(yna y),
a Zero.

Si dice che una successione {y, } di punti di uno spazio metrico ¢ di Cauchy (o fondamentale) se, fissato
un € > 0, esiste un indice v € IN tale che, per ogni coppia di indici n,m > v si abbia

A(Yn, ym) < €.

Osserviamo subito che ogni successione convergente in uno spazio metrico W & di Cauchy. Infatti,
dalle proprieta della metrica e dall’ipotesi di convergenza, abbiamo

d(Yn, Ym) < d(Yn,y) + Ay, Ym) = d(Yn,y) + d(ym,y) < 2,

per ogni coppia di indici n,m > v. Viceversa e possibile avere successioni fondamentali che non sono
convergenti. Per esempio, I'insieme dei numeri razionali Q con la metrica

d(.%"y):‘l'—y‘, vxayEQ
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€ uno spazio metrico. Consideriamo la successione in Q
1 n
Yn = <1 + > .
n
Essa risulta di Cauchy, in quanto, posto m = n + p, si ha
1\" 1\" 1\ 1\"
(1+> —<1+) —<1+ ) —(1+) <
m n n—+p n
1\"P 1\" 1\" 1\? 1\?
(1+> - (1+> - <1+> [<1+> _1} <3[<1+) _1].
n n n n n

Fissato un € > 0, e comunque preso p, si puo certamente trovare un v tale che per ogni n > v 'ultimo
termine della disuguaglianza precedente venga maggiorato da €. Ne segue che

(5) - (3)

e quindi la successione data ¢ fondamentale. D’altra parte sappiamo che questa successione numerica
converge al numero e che non appartiene a Q. La successione non & dunque convergente in Q.

<e, Vn,m>v,

3.2 Convergenza uniforme

Uno spazio metrico W si dice completo se ogni successione di Cauchy di punti di W & convergente.

Introdotta la metrica d(x,y) = |z — y| in R consideriamo un intervallo chiuso [a,b]. Dimostriamo che
[a, b] & uno spazio metrico completo. A tale scopo consideriamo una successione {z,} di punti di [a, ]
che sia di Cauchy. Tale successione sara ovviamente limitata ed ammettera quindi una sottosuccessione
{Zn, }rew convergente a un punto Z di [a,b], ovvero esistera un k; € IN tale che |z, —Z| < § per
k > k1. D’altra parte, essendo {x,} di Cauchy, avremo che per n,m > v, |z, — 2| < §. Detto k2 un
indice tale che v < ny,, prendiamo k > max{k1, k2} e avremo

€ €
\xn—f]:]xn—xnz—&—xng—flg]xn—xnz\+\xnz—§]<§+§:s

per n > nz. Otteniamo cosi la convergenza di {z,} a Z.

Teorema 3.1 L’insieme delle funzioni continue f : [a,b] — [c,d], con la metrica d(f,g) = max,¢|q4)
|f(z) — g(x)|, & uno spazio metrico completo.

Dim. Introduciamo la metrica d(x1,z2) = |x1 — z2| negli intervalli [a,b] e [¢,d]. Consideriamo una
successione di Cauchy {f,} di funzioni continue f, : [a,b] — [c,d] e dimostriamo che f,, converge ad
una funzione continua f : [a,b] — [c,d]. Fissato T € [a, b], avremo

d(fn(T), fn(T)) = [n(T) = fm(@)| < d(fn; fm) <& nym >,

e quindi la successione numerica { f,(Z)} ¢ di Cauchy. Poiché [c,d] & completo, tale successione sara
convergente ad un certo numero di [c,d], che indicheremo con f(Z). Poiché questo risultato vale per
ogni scelta di T € [a,b], rimane cosi definita una funzione f(z) da [a,b] in [c,d] che & il limite di
{fn(z)}. Facciamo vedere che f ¢ continua. Preso xg € [a,b], per la proprieta c¢) della metrica avremo

() = f(xo)| < d(f(2), f(w0)) < d(f(x), fu(®)) + d(fn(2), fa(0)) + d(fn(20), f(20)), Yz € [a,b].
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Per quanto detto finora, fissato € > 0, esistera un indice v tale che, per n > v e per ogni x € [a, b],

d(f(x)7fn(x)) <3 d(f(xO)a fn(xO)) <

w| ™
W ™

Scelto allora 7 > v, possiamo scrivere

A (), f(0) < 5+ dlfula), flwo)).

£

Ma fr(z) ¢ continua in zo, quindi esistera un intorno Is5(zo) tale che | fr(z) — fa(zo)| < §,

lentemente, x € I5(xo) = d(fm(x), fa(zo)) < §. In conclusione avremo

[f (@) = f(xo)| < d(f(2), fz0)) <&, Va € ls(xo),

ovvero la continuita di f(x).

0, equiva-

La convergenza di una successione di funzioni f,(z) alla funzione f(x), secondo la metrica d(f,g) =
SUPgelap) |f(2) — g(2)], si dice convergenza uniforme. Questo tipo di convergenza differisce dalla
semplice convergenza puntuale di una successione di funzioni. Per chiarire questo concetto osserviamo
che, fissato un T € [a, b], la disuguaglianza

|fn(f)_f(j)| <g, per n > v,

comporta la convergenza della successione numerica f,(Z) a f(Z). Il numero v dipendera da T. Se
allora accade che
Vo [abl, |fal@) - f@)] <e, pern > v(a),

avremo la convergenza puntuale di f,, a f nell’intervallo [a, b]. La convergenza uniforme richiede invece
che, per n > v, sia soddisfatta la disuguaglianza (che non & piu condizionata dal valore di z in [a, b]),

Poiché si ha

(@) = f(@)] < sup |fu(z) = f(2)] = d(fn, f),

z€[a,b]

la convergenza uniforme implica la convergenza puntuale in [a, b]. Tuttavia una successione di funzioni
puo convergere puntualmente in un intervallo ma non essere, in quello stesso intervallo, uniformemente
convergente.

e Esempio

Consideriamo la successione di funzioni
fo(z) =n%e ™, x€]0,1], acR.
Tale successione converge puntualmente a f(z) = 0 in [0, 1] in quanto

lim n®ze "™ =0, vz € [0, 1].

n—o0

Consideriamo ora la convergenza uniforme e calcoliamo

d(fn,0) = sup |[n%xe "*| = max (n“ze”

z€[0,1] z€[0,1] )
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Considerata come funzione di = € [0, 1], f,, ha un massimo assoluto in x = %, da cui
na—l
(1 0) = "

Se a < 1 la successione di funzioni convergera uniformemente a 0, mentre, se a > 1, f,,(z) non
convergera uniformemente.

3.3 Teorema delle contrazioni
Sia W uno spazio metrico. Consideriamo una funzione F' : W — W tale che
d(F(u), F(v)) < ad(u,v), Yu,v € W,
con a € (0,1). Ogni funzione F' che soddisfa questa proprieta si dice una contrazione in W.

Teorema 3.2 (delle contrazioni). Dato uno spazio metrico completo W ed una contrazione F : W —
W, esiste un unico punto u € W, detto punto fisso di F, tale che

F(u) = a.
Dim. Sia ug € W. Costruiamo la successione di punti in W
up = F(ug), w2 =F(u1), .. up=F(up_1),
Poiché, per ipotesi, F' € una contrazione, avremo
A(Up41,Un) = d(F(up), F(up—1)) < ad(ty, up-1).
Da questa, per induzione, otteniamo
d(tny1,upn) < a™d(uy, up).
Prendiamo un m > n. Applicando m — n volte la disuguaglianza triangolare, abbiamo

d(Um1,Un) < d(Umi1, Um) + d(Um, Um—1) + . + d(Unt1, Un)
< (@™ +a™ 4 a™)d(ur, ug)
1— amfn+1

=ad"(1+a+..+a™ ™d(up,ug) =" .
-«

n

11—«

d(Ul, UO)

<

d(uq,ug).

Per n sufficientemente grande I'ultimo termine di questa disuguaglianza puo essere reso piccolo a
piacere, quindi la successione {u,} ¢ di Cauchy. Poiché W & completo, essa & anche convergente e
chiameremo % il suo limite.

Dimostriamo ora che % ¢ un punto fisso per F'. Posto F(u) = u
Si ha

*, consideriamo la distanza d(u,u™).

d(u,u*) < d(t,up) + d(tn, upt1) + d(ups1, u*).
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Poiché {u,} converge a u, fissato un £ > 0, si puo trovare un v; € IN tale che, per n > 14
d(u, uy) <
D’altra parte, essendo {u,} di Cauchy, esistera un v, € IN tale che, per n > vy,
A(Up, Upt1) < %,
ed inoltre, per n > vy,

A(uns1,u*) = d(F(up), F(@)) < ad(up, @) < %a < %

Ne segue che, per n > max{v, 1},
d(u,u”) < e.

Per ’arbitrarieta di ¢ si ha allora © = u*.
Dimostriamo infine che il punto fisso € unico. Se infatti esistesse un altro punto 4 tale che F(4) = 4,
allora si avrebbe

d(u,u) =d(F(a),F(u)) <ad(u,u) = d(u,a)(1—a)<0.
Ma « < 1 per ipotesi, quindi deve essere

du,u) =0, = 4=ua.



Capitolo 4

Equazioni differenziali

4.1 Equazioni del primo ordine

Una equazione differenziale di ordine n per la funzione y(¢) € una equazione in cui compaiono le
derivate, al piu di ordine n, della funzione y(t). In generale essa ha la forma

F(t,y,y, ...,y(”)) =0.

Qualora sia possibile esplicitare la derivata di ordine massimo come funzione di ¢, di y(t) e di tutte le
derivate di ordine minore di n, 'equazione differenziale si puo porre nella forma

y(n) = f<t7 y? y/7 b y(nil))7
detta forma normale.

e Esempio

L’equazione
(Y™ = D™ — 1)+ 2e"y =0

& una equazione differenziale di ordine 5. Essa si puo porre in forma normale. Infatti & possibile
dividere I’equazione per (y(4) — 1), in quanto, se fosse y(4) = 1, integrando quattro volte, si
avrebbe y = 2—14254 + %clt?’ + %CQtQ + c3t + ¢4. Sostituendo si otterrebbe 'eguaglianza

L3 2 t
§t + c1t® + 2¢cot + 2c3 | e" =0,
la quale non ¢ identicamente soddisfatta per alcuna scelta delle costanti c1, ca, 3. Si puo scrivere

allora ooty
() _4_ <Y
Y t y(4) _ 17

che & la forma normale dell’equazione di partenza.

Una equazione del primo ordine in forma normale si scrive

y/ = f(tv y)

39
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Nel caso piu semplice, in cui f non dipende da y, I’equazione si risolve immediatamente tramite una
integrazione, in quanto y risulta essere una primitiva di f, e si ha

=), = y= / £(t) dt.

La funzione y sara individuata in modo univoco se si conosce il suo valore per un determinato valore
di t, per esempio tg, e si ha

t
y(t) =ylto) + | f(r)dr.

L’insieme di tutte le soluzioni dell’equazione differenziale y' = f(t,y) si dice integrale generale mentre
ogni soluzione soddisfacente la condizione y(tg) = yo con yo assegnato, si dice un integrale particolare.
Pit avanti, sotto opportune ipotesi, dimostreremo ’esistenza e 'unicita della soluzione dell’equazione
y' = f(t,y) una volta assegnata la condizione y(tg) = yo. Nella pratica perd, spesso non si riesce a
trovare l'integrale generale o una soluzione particolare di una equazione differenziale. Esistono inoltre
metodi sistematici di soluzione solo nei casi piti semplici come quello delle equazioni lineari, che saranno
studiati in seguito.

Uno dei casi in cui & possibile integrare una equazione del primo ordine in forma normale ¢ quello
in cui la funzione f(¢,y) puod essere fattorizzata come f(t,y) = f1(t)f2(y). In questo caso si dice che
I’equazione

v = h(t)fa(y),

¢ a variabili separabili. Se si conosce una primitiva Fy di 1/f>(y) ed una primitiva Fy di fi(t), allora
I’equazione precedente puo essere cosi integrata

y dy dy
R T gy A0 = f2(y)_/f1(t)dt

= F(y) =Fi(t) +ec

L’ultima equazione rappresenta, in forma implicita, 'integrale generale della equazione di partenza.
Se la funzione Fj ¢ invertibile, allora si ottiene I'integrale generale in forma esplicita

y(t) = F5 ' [Fa(t) + ).
Assegnato y(0) = yp, si ottiene una soluzione particolare con
¢ = Fa(yo) — F1(0).

e Esempi

1) Trovare l'integrale generale dell’equazione 3y’ = y/t. Separando le variabili si ottiene
d dt d dt
dy _dt / dy _ / dt.
y ot Y t

Injy|=Inft[+c = |y| =kt

da cui si ricava

dove k = e°. Questa soluzione si puo sempre scrivere nella forma

Yy = klt, kl 7é 0.
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Osserviamo che nel separare le variabili abbiamo diviso per y, perdendo cosi la soluzione parti-
colare y = 0. Possiamo inglobare questa soluzione nell’integrale generale trovato, eliminando la
restrizione k1 # 0.

2) Trovare la soluzione particolare dell’equazione
y = (1+y?)sint,

soddisfacente alla condizione iniziale y(0) = 1. L’equazione & a variabili separabili. Possiamo
dividere ambo i membri per (1 + 4?) che & sempre diverso da zero, ottenendo

—~2 - =sgintdt = arctany = —cost + c,
1+y? Y -

da cui ricaviamo, esplicitamente, 'integrale generale, y(t) = tan(—cost + ¢). Imponendo la
condizione iniziale si ha

arctanl = —cosO0+c¢ = c¢c=-—+1.

IS

La soluzione richiesta ¢ dunque,

y(t) = tan(1 + Z — cost).

Certe equazioni possono essere ricondotte nella forma a variabili separabili. Per esempio ’equazione

i3

detta di tipo omogeneo, pud essere risolta mediante la sostituzione y = tz. In tal modo si ha v/ = z+t2’
e l'equazione diventa una equazione a variabili separabili per la funzione z(t),

dz _dt
(SRS

L’integrale generale si puo allora esprimere in forma implicita come

dz
/f(z)_z—ln\t\—i—c.

Un altro esempio ¢ quello delle equazioni nella forma

dt=f(z)—2 =

y' = flat +by).

In tal caso infatti, effettuando la sostituzione z = at + by, si ha v = (' — a)/b e quindi

dz dz
b ta T t:/bf(z)+a'
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o Esempi

1) Determinare I'integrale generale della equazione

;YR ty +
Y -T2

Si tratta di una equazione omogenea in quanto il secondo membro si pud scrivere come 2?4z +1,
essendo z = y/t. Effettuando la sostituzione e integrando si ottiene

== = arctanz = In|t| + ¢,

da cui
z(t) =tan(ln|t| +¢) = y(t) =ttan(In|t| + ¢).

2) Determinare l'integrale generale dell’equazione
y=—+41
Effettuiamo la sostituzione ¢ — y = z. Otteniamo
1
Z=—= = zdz=-dt,

z

da cui, integrando, si ricava l'integrale generale

P=-2+c = (t—-y?=-22+c

Una equazione del primo ordine in forma normale si dice lineare se f(t,y) ¢ una funzione lineare di y
cioe se
fty) = q(t) +p(t)y.

Supporremo qui che le funzioni p(t) e ¢(t) siano continue in un dominio D C R. L’equazione lineare

Y —p(t)y = q(t),

si dice omogenea se q(t) ¢ identicamente nulla. In quest’ultimo caso 1’equazione ¢ a variabili separabili
e si ha
dy
Yy
dove con P(t) abbiamo indicato una primitiva di p(¢). Si ricava cosi 'integrale generale dell’equazione
omogenea,

p(t)dt, = Inly|= /p(t) dt+c= P(t) +c,

y(t) = ke,

dove k € R. Osserviamo in particolare che la soluzione § = 0, persa nella separazione di variabili, si
ottiene per k = 0.
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L’integrazione dell’equazione non omogenea si puo effettuare mediante il cosiddetto metodo della
variazione della costante, una volta noto 'integrale generale dell’equazione omogenea corrispondente,
detta equazione omogenea associata. A questo scopo cerchiamo una soluzione particolare nella forma

9(t) = k(t)e",

dove k(t) ¢ una funzione continua tale che k(tp) = 0, con ¢ty € D. Verifichiamo che tale soluzione esiste
e calcoliamo k(t). Sostituendo nell’equazione di partenza otteniamo infatti

[K () + k(t)p(D)]e™™ — p()k()e™™) = q(t),
da cui
K (t) = q(t)e O,
Integrando sull’intervallo [to,t] C D e ricordando che k(tp) = 0, otteniamo
t
k(t) :/ q(r)e P ar.
to

Abbiamo cosi dimostrato che .
i) =" [ q(rje ) dr
t

0

& una soluzione particolare dell’equazione non omogenea. Consideriamo ora una qualsiasi altra soluzione
y(t) dell’equazione non omogenea. Poiché si ha contemporaneamente

g = p(t)g+q(t)
g = pt)j +q(t).

sottraendo membro a membro queste due eguaglianze, otteniamo

Ne segue che y — gy € soluzione dell’equazione omogenea associata, cioé esiste una costante k per cui
§—1 = ke’ ®. Concludiamo allora che tutte le soluzioni dell’equazione non omogenea hanno la forma

t
y() = keP® 1§ = kPO 4 PO / g(r)e P dr.
to

In altri termini, I'integrale generale dell’equazione non omogenea ¢ dato dalla somma della soluzione
particolare g(t) e dell'integrale generale dell’equazione omogenea associata. Piu avanti generalizzeremo
questa conclusione al caso di equazioni lineari di qualsiasi ordine.

e Esempi

1) Determinare I'integrale generale dell’equazione lineare
; 1

Yy +ytant = —.

sint
Ricaviamo prima la soluzione dell’omogenea associata

y/
y/ = —ytant = — = —tant,
)
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da cui, integrando,
In|y| =In|cost|+¢ = gy=kcost, keR.

Facciamo variare la costante ponendo k = k(t). Abbiamo
y=k(t)cost = ¢ =k cost— ksint.

Sostituendo nell’equazione non omogenea ricaviamo

1
sintcost’

K'(t) =
da cui integrando,
k(t) = —In|cost| + In|sint| + k1 = —In| cot t| + k.
Ne segue l'integrale generale della non omogenea

y(t) = k1 cost — costln|cott|.

2) Determinare l'integrale generale dell’equazione lineare
y 2ty =t+ 17

Dalla omogenea associata si ricava y = ke~ con k € R. Facendo variare la costante si ha
y = (K — 2kt)e . Sostituendo si ottiene

3 2
E = (t+t)e",
la cui integrazione fornisce

1
k(t) = §t26t2 + k.

Si ottiene cosl l'integrale generale della non omogenea

1
y = kle_tz + 5252.

Alcune equazioni differenziali del primo ordine in forma normale possono essere ridotte mediante una
opportuna sostituzione ad equazioni lineari. Consideriamo per esempio 1’equazione di Bernoulli

y +pt)y=f(t)y", con n#l.

Se dividiamo per y" (osserviamo che y = 0 & comunque soluzione), abbiamo

Yy "+ p)y T = ().

Posto z = y!™", otteniamo 2’ = (1 — n)y'y~™ da cui, sostituendo troviamo una equazione lineare per

2,

1
1—n

2 +p(t)z = ().
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Consideriamo 1’equazione di Riccati

Y +pt)y +q(t)y* = f(t).

E possibile trasformare questa equazione in una equazione di Bernoulli e quindi in una equazione
lineare. Per raggiungere tale scopo € necessario perd conoscere una soluzione particolare y; (t) dell’equa-
zione di Riccati. Posto y = y; + 2, si ha

v+ 2+ p) (v + 2) +a(t) (1 + 2)° = f(8),
e sfruttando il fatto che y; ¢ una soluzione, ci si riduce all’equazione
2+ [p(t) + 2q()y1]z + q(t)2* = 0,

che & una equazione di Bernoulli.

Oltre a singole equazioni differenziali studieremo i sistemi di equazioni differenziali, le cui incognite
sono n-uple di funzioni y;(t), (¢ = 1,...,n). Un sistema di equazioni differenziali del primo ordine in
forma normale puo essere scritto come

v = filt, v y2, s Yn)

yé = fQ(t7 Y1,92; - yn)

Y = fu(t,y1,92, s Un)

L’integrale generale del sistema ¢ costituito da tutte le n-uple y;(t), (i = 1,...,n) che soddisfano tutte
le equazioni del sistema. Si puo dare una forma pit compatta alle equazioni precedenti introducendo
una funzione vettoriale y(¢) di componenti y;(¢), (i = 1,...,n) a valori in R"™ ed una funzione vettoriale
di n + 1 variabili f : R"*! — R™. Scriveremo allora

y =£(t.y).

E importante osservare che se sappiamo risolvere un sistema di equazioni differenziali del primo ordine
in forma normale, possiamo anche risolvere equazioni o sistemi di equazioni in forma normale di ordine
superiore al primo. Consideriamo il seguente esempio. L’equazione

y W+ 2y ey = t(1+y"),
¢ del quarto ordine e puo essere espressa in forma normale. Poniamo
1 "

. . . .
y=1uy, Y =uU =1U, Y =Uy=:U3, Y =U3=!Uq.

L’equazione data si puo scrivere nella forma di un sistema per uq, usg, us, ug, cioe

ul = U9
UIQZU3
ué:uzl

uy = —2uzuge™ +t(1 + ug),

ovvero nella forma
u = f(t,u),



46 CAPITOLO 4. EQUAZIONI DIFFERENZIALI

dove
u = (u1,ug, ug, us), f = (f1, f2, f3, fa),

con
fl(t,U1,’LL2,’LL3,U4) = U, fQ(t,Ul,UQ,Ug,@M) = us,

fa(t, ut, ug, us3, ua) = ua,  fa(t,ur,u2,us, us) = —2uzuge” + t(1 4 ug).

In generale, una equazione di ordine k in forma normale si puo trasformare in un sistema di k equazioni
del primo ordine in forma normale.

4.2 Teorema di esistenza e unicita
Consideriamo un sistema di equazioni differenziali del primo ordine in forma normale

y =f(t,y),
e supponiamo di avere assegnato il valore della funzione vettoriale y(t) per t = to, ovvero y(ty) = y°.

Si dice problema di Cauchy il sistema
{y’ = f(t,y)
y(to) =¥,
formato dall’equazione differenziale vettoriale per la funzione y(t), in forma normale e dalla condizione
iniziale imposta su tale funzione. Sotto opportune ipotesi di regolarita della funzione vettoriale f e
della funzione y(¢) si pud dimostrare che esiste una ed una sola soluzione al problema di Cauchy.

Consideriamo per il momento il caso di una sola equazione differenziale per la funzione y(t) e scriviamo
il problema di Cauchy nella forma

{y, = f(tv y)

y(to) = yo-

Supponiamo che la funzione f : R? — R sia continua e integriamo tra to e ¢ ambo i membri
dell’equazione differenziale. La funzione y(t) risultera soddisfare I’equazione integrale

y(t) = yo + t f(r,y(r))dr.

D’altra parte, se y(t) ¢ una funzione continua con derivata continua, che sia soluzione di questa
equazione integrale, allora risulta y(tg) = yo e ¥’ = f(t,y(t)), cio¢ essa ¢ soluzione del problema di
Cauchy. In sintesi possiamo dire che una funzione y(t) con derivata continua e soluzione del problema
di Cauchy se e solo se soddisfa ’equazione integrale precedente.

Cerchiamo soluzioni y(t) € C*(D), essendo D = {t € R : |t — ty| < J}. Poiché tali funzioni sono
limitate e y(tp) = yo, esse assumeranno valori in un dominio B esprimibile come

B={yeR:|y—yo| <b},
e di conseguenza l'insieme delle possibili soluzioni del problema di Cauchy sara
W ={y(t) € C'(D)| y : D — B}.
Nell’ipotesi che f sia continua in D X B essa sara limitata, cioe

|f(t,y)| < M, V(t,y) € D x B.
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Diremo poi che f soddisfa la condizione di Lipschitz se esiste un n > 0 tale che

|f(t,y1) — f(t,y2)| < nlyr — 2l Vte D, Yyi,y2 € B.

Tenuto conto di tutte queste osservazioni, possiamo dimostrare il seguente risultato.

Teorema 4.1 FEsiste una ed una sola soluzione y € W al problema di Cauchy

{y/ = f(t>y)

y(to) = o,
con f continua e soddisfacente la condizione di Lipschitz.
Dim. Nell’insieme C!(D) introduciamo la metrica

d(y1,y2) = sup |y1(t) — y2(t)| = max [y1(t) — ya(t)].
teD teD

Per il teorema 3.1 il sottoinsieme W con la suddetta metrica ¢ uno spazio metrico completo. Consi-
deriamo la funzione F' definita in W da

Fy)t)=yo+ [ f(r,y(r))dr.

to

Poiché f & continua in D, per ogni scelta di y in W, la funzione F(y)(t) risulta avere derivata prima
continua. Inoltre, scelto § < b/M, si ha

t

flry(r))dr

to

t

[f(my(r))ldr

to

< < Mt —to] < M6 <b,

quindi le funzioni F(y)(t), ottenute scegliendo y in W, hanno valori in B. Riassumendo, fissato b e
scelto 6 <b/M,siha FF: W — W.

Dimostriamo ora che, precisato ulteriormente d, e cioé scelto § < min{1/n,b/M}, F' & una contrazione.
Infatti, tenuto conto della condizione di Lipschitz, Yyi,y2 € W, si ha

F(y1) — Flyn)| = / () — f(rya(r)]dr| <
t |f(m,y1(7)) — f(7,92(7))|d7| < t ly1(7) — ya(7)| d7| <

nlt — tol max [y (t) — y2(t)| < nd max ly1(t) — y2(t)],
da cui otteniamo
d(F(y1), F(y2)) = max |F(y1) — F(y2)] <né max ly1(t) — ya2(t)| = ad(y1,y2),

dove o = dn < 1. Per il teorema delle contrazioni esiste allora un unico punto fisso y dello spazio
metrico completo W tale che F(y) = g, ovvero una funzione g(t) € W tale che

t

yt) =wo+ | [(75(r)dr.
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Dato che quest’ultima equazione ¢ equivalente al problema di Cauchy, perveniamo alla tesi.

Il teorema di esistenza e unicita si puo estendere senza difficolta al caso di un sistema di equazioni
differenziali del primo ordine in forma normale,

{y, = f(tv Y)
y(to) = y°.

In questo caso si puo ripetere la dimostrazione precedente lavorando nello spazio delle funzioni vetto-
riali con derivate continue, definite in D, a valori in R"™, con la metrica

d(y1,y2) = max ly1(t) —y2(0)|,

dove | - || indica I'usuale norma in R"™. La funzione vettoriale f si suppone continua in D x R" e la
condizione di Lipschitz si scrive nella forma

||f(t7YI) - f(t?yQ)H < 77”3’1 - y2||’ Vie D, Vyi,y2€ B,
dove B={y e R": |ly — y|| < b}.

OSSERVAZIONE. Si pu0 dimostrare che la condizione di Lipschitz ¢ soddisfatta se la funzione f(¢,y) ha
derivata parziale rispetto a y continua. Cio vale anche nel caso di un sistema di equazioni, nell’ipotesi
cioe che la funzione f abbia derivate parziali rispetto a ciascuna delle componenti di y, continue.

4.3 Equazioni differenziali lineari
Una equazione differenziale lineare di ordine n ha la forma
ao()y™ + a1 ()y "V 4 4 a1 (DY + an(t)y = o(1).

Se ¢(t) e identicamente nulla, I’equazione si dice omogenea.
Supponiamo che la funzione a((¢) non si annulli mai in un dominio D C R e dividiamo ambo i membri
dell’equazione data per ag(t). Allora si ottiene I'equazione

y™ oy 4 (D = f(2),

che e riducibile a forma normale, in cui cioe, e possibile esplicitare la derivata di ordine massimo.
Come sappiamo questa equazione ¢ equivalente ad un sistema di n equazioni differenziali del primo
ordine in forma normale. Se si assegnano gli n dati iniziali

y(to) = yo, ¥'(to) = v, .. y"" V(to) = y(()"—l)’

nell’ipotesi di continuita delle funzioni p;(t), (i =1,...,n) e della f(¢) in D, l'osservazione alla fine del
paragrafo precedente implica che siano soddisfatte le ipotesi del teorema di esistenza e unicita.

Sia C'") (D) lo spazio delle funzioni derivabili n volte in D con derivata n-esima continua. Consideriamo
Papplicazione L : C™ (D) — C(D) definita da

L(y) = y"™ + p0y" ™V + .+ palt)y.
Per ogni coppia di funzioni y;(t) e y2(t) in C™ (D) e per ogni scalare ¢ si ha

L(y1 +y2) = L(y1) + L(y2),  L(cyr) = cL(y1)-
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L’applicazione risulta dunque lineare. L’equazione differenziale si puo scrivere nella forma

L(y) = .

Notiamo inoltre che se y; e y2 sono due soluzioni particolari di questa equazione, la loro differenza
y1 — y2 € soluzione dell’equazione lineare omogenea L(y) = 0, infatti, per la linearita di L,

L(y1 —y2) = L(y1) — L(y2) = f — f = 0.

Se allora si conosce una soluzione particolare § dell’equazione non omogenea, ogni altra soluzione di
questa equazione si otterra aggiungendo a ¢y una soluzione della omogenea L(y) = 0 che chiameremo
equazione omogenea associata. In altri termini tutte le soluzioni dell’equazione non omogenea L(y) = f
sono date da

y=9+7 con g € Ker(L).

Studiamo allora l’equazione lineare omogenea L(y) = 0.

Teorema 4.2 L’insieme delle soluzioni dell’equazione lineare omogenea di ordine n

costituisce uno spazio vettoriale di dimensione n.

Dim. La tesi equivale a dire che dim[Ker(L)] = n. Innanzitutto osserviamo che Ker(L) ¢ un sot-
tospazio vettoriale di C™) (D). Facciamo vedere quindi che esistono n elementi di Ker(L) linearmente
indipendenti e che tali elementi generano Ker(L). Per raggiungere il primo obiettivo consideriamo i
seguenti n problemi di Cauchy

, {y*D(tg) = 01p, k=1,...,n}
, {y*D(tg) = 0op, k=1,...,n}

n) L(y) =0, {y*V(tg) = 6pp, k=1,...,n}

dove con d;; (4, j = 1,...n) si intende la delta di Kronecker. Ciascuno di questi problemi ammettera una
soluzione y;, (i = 1,...,n), che sara un elemento di Ker(L) coincidente con una soluzione particolare
di L(y) = 0. Costruiamo ora una combinazione lineare di queste n soluzioni,

n

y= Zczyz

=1

Per la linearita di L, essa sara ancora soluzione dell’equazione omogenea. Dalle condizioni iniziali sulle
i, segue che la funzione y ¢ l'elemento di Ker(L) soddisfacente le condizioni

y(k_l)(to) = Ck, k= 1, ey N

La soluzione identicamente nulla ¢ ancora un elemento di Ker(L) e si ricava dalla combinazione
precedente scegliendo ¢y = ¢o = ... = ¢, = 0. Poiché la soluzione nulla e unica, la combinazione
c1y1 + coy2 + ... + cryn si annulla se e solo se si annullano tutti i coefficienti ¢;. In altri termini, gli



50 CAPITOLO 4. EQUAZIONI DIFFERENZIALI

elementi y; € Ker(L), (i = 1,...,n) sono linearmente indipendenti. Dimostriamo ora che essi generano
Ker(L). Sia z una qualunque soluzione particolare di L(y) = 0, soddisfacente le condizioni iniziali

z(kfl)(to) =, k=1,..n.

Si verifica subito che essa ¢ esprimibile come
n
2(t) = eryr(t),
k=1

purche si scelga ¢, = g, (k = 1,2,...,n). Infatti la combinazione z =Y, nxyx & proprio Ielemento
di Ker(L) corrispondente alle condizioni iniziali imposte. Ne segue che ogni elemento di Ker(L) ¢ dato
da una combinazione lineare delle y;. In definitiva le n soluzioni y; costituiscono una base di Ker(L)
e quindi dim[Ker(L)] = n.

Chiameremo sistema fondamentale di soluzioni di una equazione lineare omogenea di ordine n, un
insieme arbitrario di n soluzioni particolari linearmente indipendenti di questa equazione. L’integrale
generale sara dato dalle combinazioni lineari degli elementi di un sistema fondamentale.

Siano y1(t), y2(t), ..., yn(t), n funzioni C™(D). Consideriamo il determinante

1 Y2 Yn
Y Ys e Un
W)= . : S
. I -

detto determinante di Wronsky (o wronskiano) dell’insieme di funzioni y(t), k& = 1,2,...,n. Dimo-
striamo che se {yx(t)}, (t € D) & un sistema fondamentale di soluzioni dell’equazione differenziale
omogenea di ordine n, L(y) = 0, il suo wronskiano & diverso da zero in tutto D. Supponiamo per
assurdo che esista un ¢ty € D tale che W(ty) = 0 e consideriamo il sistema algebrico lineare nelle

incognite a, ag, ..., Gy,
n

> yklto)ax =0
k=1

n

> Yilto)ar =0
k=1

n

Z y;(gn_l)(to)ak =0.

k=1

Il determinante della matrice dei coefficienti di questo sistema & proprio W (tp) e di conseguenza il
sistema ammette soluzioni non banali. Ne segue che la combinazione lineare

n
Z Yk (t)ak)
k=1

di cui il sistema precedente rappresenta le condizioni iniziali, &€ una soluzione particolare di L(y) =0
soddisfacente condizioni iniziali tutte nulle. Per I'unicita della soluzione, tale combinazione deve essere
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la funzione identicamente nulla. In altri termini si ha

> _wk(t)ar =0, VteD,
k=1

con oy, non tutte nulle. Ma cio contraddice I'indipendenza lineare delle funzioni yy(¢). Per Uarbitrarieta
di tp concludiamo che W(t) # 0, Vt € D.

e Esempio

Consideriamo ’equazione lineare omogenea

Si tratta di una equazione del terzo ordine. Essa ammette come sistema fondamentale una
qualunque terna di soluzioni particolari linearmente indipendenti. Notiamo che le seguenti fun-
zioni

y1 =1, ys=¢e', wy3=cosht, wy4=sinht,

sono tutte soluzioni particolari dell’equazione data. Di queste pero solo tre sono linearmente
indipendenti. Per esempio, le terne

{ylay2>y3} {yl)y27y4} {y17y37y4}7

sono sistemi fondamentali dell’equazione data. L’integrale generale si puo scrivere, per esempio,
come
y=-cL+ coet + e3sinht.

Osserviamo che in questo caso

1 et sinht
W(t) =10 e' cosht|=—1,
0 e' sinht

ovvero il wronskiano e diverso da zero per ogni t.

Ritorniamo al problema dell’equazione lineare non omogenea di ordine n,

L(y) = f.

Riassumendo 1 risultati ottenuti fin qui, possiamo concludere che, data una sua soluzione particolare
) M
7, ’equazione non omogenea ha la soluzione generale

n
y=> cyit+i.
=1

dove {y1,y2,...,yn} & un sistema fondamentale dell’equazione omogenea associata.
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4.4 Equazioni omogenee a coefficienti costanti

Consideriamo 1’equazione lineare omogenea di ordine n, L(y) = 0 in cui, al posto delle funzioni
pi(t) (1 =1,...,n) abbiamo n costanti a;, (i =1,...,n),

Ly) =y"™ + a1y YV + . +a,y=0.

In questo caso, applicazione L : C(™ — (' si pud scrivere sotto forma di composizione di applicazioni.
Consideriamo per esempio il caso di una equazione omogenea del secondo ordine

y” + aly’ + asy = 0.

e introduciamo lapplicazione di derivazione D : V(™ — C definita da D(y) = 3. L’equazione
precedente si puo scrivere allora nella forma

(D —X)(D— X))y =0,
dove A1, A2 sono le radici dell’equazione A2 + a1\ + as = 0. Pil in generale si ha
L(y) = 4™ + ary™ D 4 .+ any = (D — A)(D — Xa)eea(D — Ay,
dove A{, Ag, ..., A\, sono le radici dell’equazione, detta equazione caratteristica,
AN+ a4+ 4a, =0.

Le applicazioni D — )\; sono lineari ed inoltre le loro composizioni sono commutative. Infatti

(D= X)(D =Xy =y" — (N + X))y + XAy,

(D =X)(D =)y =9" = (N + )y + Ay

A questo punto osserviamo che il nucleo dell’applicazione L contiene tutti gli elementi dei nuclei delle
applicazioni D — ); e, di conseguenza, le soluzioni delle singole equazioni del primo ordine

(D=M)y=0, (D=X)y=0, .. (D=2X\)y=0,

sono soluzioni particolari dell’equazione L(y) = 0. Poiché la soluzione dell’equazione (D — \;)y =0 ¢
data da

Cie)\it,

se I'equazione caratteristica ammette n radici distinte, le funzioni e, (i = 1,...,n) saranno linear-
mente indipendenti e formeranno quindi un sistema fondamentale per I’equazione omogenea. In altri
termini I’equazione L(y) = 0 avra l'integrale generale

n

y(t) = Z cietit.

i=1

e Esempi

1) Determinare 'integrale generale dell’equazione
y' =3y +2y=0.

L’equazione caratteristica e
A —3\4+2=0,
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da cui si ottiene A\ = 1, Ao = 2. Allora l'integrale generale sara

Y = clet + C262t.

2) Determinare I'integrale generale dell’equazione
y/// . y/ —0.

Si ha lequazione caratteristica A3 — A\ = 0 da cui si ricavano le radici \{ =0, Ay = —1, A3 = 1.
L’integrale generale sara
y=c + cze_t + c;;et.

L’equazione caratteristica puo ammettere radici complesse. In tal caso, se ammette la radice A = a+1i0,
ammettera anche la radice coniugata A = a — i8. Usando la formula di Eulero, le due soluzioni
particolari corrispondenti, si possono porre nella forma

Yy = e = e™(cos Bt + i sin Bt),

Yy = eM = e (cos Bt — isin ft),

Possiamo sempre sostituire queste soluzioni con una coppia di loro combinazioni lineari. Volendo
ottenere soluzioni reali, scriveremo

1 —
Y1 = 5(6)‘t +eM) = e cos ft,
1 —
Y2 = ?(ekt — My = e sin Gt
i

Quindi, ad ogni combinazione lineare cie* + coe* presente nella soluzione di L(y) = 0 possiamo
sostituire la combinazione e (c; cos Bt + ¢ sin 5t).

e Esempio

Risolvere ’equazione dell’oscillatore armonico smorzato,
s" +2hs’ +w?s =0, (h > 0).
L’equazione caratteristica & A% + 2h\ 4+ w? = 0 da cui si ottengono le radici
M=-h+Vh —w?,  A=—h—Vh?—uw?
Se h > w, le due radici sono reali e, posto V2 — w? = v, si ha l'integrale generale
s(t) = e M (cre”t 4 cpe).
Se h < w, le due radici sono complesse e posto Vw2 — hZ = si ha
A =—h+iu, A2 = —h —iu,
da cui segue l'integrale generale

s(t) = cle_ht”“t + cze_ht_“‘t = e‘ht(al cos ut + ag sin ut).
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Supponiamo ora che le radici dell’equazione caratteristica non siano tutte distinte ma ce ne sia
una, chiamiamola genericamente A, di molteplicita m. Allora le soluzioni particolari corrispondenti
dell’equazione L(y) = 0 sono soluzioni dell’equazione

(D—=X)"y=0.
Osserviamo che vale la seguente identita, facilmente dimostrabile per induzione sull’indice m,
(D = X)"tPeM = p(p — 1)(p — 2)...(p — m + 1)tP~ e,

In forza di questa identita, per ogni p < m—1, la funzione tPe* & soluzione dell’equazione (D —\)"y =
0. Poiché le funzioni
eAt7 te)\t7 - tm—le)\t

Y

sono linearmente indipendenti, la soluzione generale dell’equazione L(y) = 0 sara data in questo caso

da

m

n—m
y(t) = Z éie)‘it + Z citi_le)‘t,
=1 =1

dove A; sono le rimanenti soluzioni distinte dell’equazione caratteristica.

o Esempi

1) Determinare 'integrale generale dell’equazione
y//_2y/+y:0.

Dall’equazione caratteristica A2 —2\+1 = 0 ricaviamo la radice doppia A = 1. Allora la soluzione

N

&
y(t) = cre’ + cotel.

2) Determinare l'integrale generale dell’equazione
y @ +2y" +y=0.

Dall’equazione caratteristica A\* +2A? + 1 = 0 otteniamo le due radici doppie A\; = i, Ay = —i.
Come sistema fondamentale avremo le seguenti funzioni

ezt7 G_Zt, tezt, te—zt.
In termini di funzioni reali, si ottiene il sistema equivalente
cost, sint, tcost, tsint,

da cui segue l'integrale generale

y(t) = (c1 + cat) cost + (c3 + cat) sin .
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4.5 Equazioni non omogenee

Consideriamo ora una equazione lineare di ordine n non omogenea,

L(y) = y™ + p1(t)y™ Y + .+ pa(t)y = f(1).

Sappiamo che l'integrale generale di questa equazione e dato dalla somma di una sua soluzione parti-
colare e della soluzione dell’omogenea associata. Dobbiamo quindi trovare delle procedure per deter-
minare una soluzione particolare dell’equazione L(y) = f.

Osserviamo innanzitutto che se il termine non omogeneo € dato dalla somma di piu funzioni, cioe
se f(t) = 22:1 fq(t), vale il seguente principio di sovrapposizione delle soluzioni, ovvero,

Se yq € una soluzione particolare dell’equazione L(y) = f, (¢ =1,...,r), allora y = 22:1 Uq € una
soluzione particolare dell’equazione L(y) = f = >, fy-

Questo risultato segue dalla linearita dell’equazione in quanto si ha

L@) =L D dg | =D L) =D fo= 1
q=1 q=1 q=1

Il principio di sovrapposizione consente di ricavare un integrale particolare di una equazione lineare non
omogenea come somma di integrali particolari di equazioni contenenti singoli termini non omogenei
in cui puo essere decomposto il termine non omogeneo dell’equazione di partenza.

Detto questo, un metodo generale per la ricerca di un integrale particolare di una equazione lineare
¢ quello della variazione delle costanti, gia introdotto nel caso delle equazioni lineari del primo ordine.
Ci limiteremo qui ad illustrare questo metodo nel caso di equazioni del secondo ordine in quanto, nella
pratica, per equazioni di ordine superiore esso risulta poco maneggevole.

Supponiamo di aver determinato la soluzione

Yy = c1y1 + c2y2,
dell’omogenea associata all’equazione non omogenea
v+ 1)y +pa(t)y = £(1),

dove y; e yo sono funzioni linearmente indipendenti definite in un dominio D. Cerchiamo una soluzione
particolare di questa equazione nella forma

9(t) = c1(t)y1(t) + ca(t)y2(t).

Derivando otteniamo
4§ = iy + chye + ey + cath.

Poiché abbiamo a disposizione le due funzioni ¢;(t) e ca(t) per soddisfare una sola equazione, possiamo
imporre una condizione supplementare su tali funzioni. Si puo porre ad esempio

/ /
cy1 +cay2 =0,
e di conseguenza, una ulteriore derivazione della g fornisce

§" = Ayl + chyp + cryl + cany.
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Sostituendo nell’equazione di partenza, si ottiene
Ay + chys + eryy + cays + pr(eryy + cays) + pa(ciyn + cay2) = f.
Poiché 31 e y2 sono soluzioni dell’omogenea associata, da quest’ultima si ricava,
1+ chys = f.
Affinché ¢ sia una soluzione, le derivate delle funzioni ¢; e ¢ devono dunque soddisfare il sistema
dyi +chy2 =0
L+ Yy = f.

Il determinante dei coefficienti di questo sistema ¢ il wronskiano del sistema fondamentale di soluzioni.
Esso, come sappiamo, € diverso da zero in tutto D, quindi il sistema ammette una sola soluzione data

da
y2(t) f(2) yi(t)f(2)
ci(t) = Ty e Gt) = T AT
y2(t)y1(t) — ya(t)ys(t) y1(t)ys(t) — y2(t)y (1)
Integrando queste ultime e sostituendo nell’integrale generale della non omogenea, si ottiene

/I / /I /
Y2y — Y1Ys Y1Ys — Y2y

y(t) = c1y1(t) + caya(t) + yi(t) / dt.

e Esempio

Determinare l'integrale generale dell’equazione

" 1
Yy +y=—"
cost

L’equazione omogenea associata ammette la soluzione
Yy = c1cost + cosint.
Facendo variare c; e ¢9, prendendo cioe ¢ = ¢1(t) e ¢g = ¢o(t), abbiamo
y P )
y' =} cost + chsint — ¢y sint + cg cost.
Imponendo la condizione
¢y cost + cysint = 0,

e sostituendo nell’equazione non omogenea abbiamo
/. /
—cysint + ¢y cost = ——
! 2 cost’
da cui si ricava il sistema
{c'l cost+ chsint =0
/ol / _
—csint +cycost = 5,
che ammette la soluzione c’1 = —tant, c’Q = 1. Una integrazione fornisce ¢; = In | cost|+aq, ¢ =
t + g, e dunque una soluzione particolare della non omogenea &
g(t) =In|cost| cost+ tsint.
L’integrale generale sara allora,

y(t) = (c1 + In|cost|) cost + (co + t) sint.
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In alcuni casi, la forma del termine non omogeneo f(t) e I'uso del principio di sovrapposizione delle
soluzioni suggeriscono una soluzione particolare dell’equazione non omogenea. Consideriamo i casi piu
elementari.

1) Supponiamo che f(t) = e P,(t) dove a € R e dove P, & un polinomio di grado n in t. Allora se a
non ¢ radice dell’equazione caratteristica dell’omogenea associata, una soluzione particolare gy ¢ data
da

- _ ,at
g(t) = e Qn(t),
dove (), € un polinomio di grado n in ¢ a coefficienti indeterminati.
Se invece a & una radice dell’equazione caratteristica dell’omogenea associata, si pone

g(t) = tPe™Qn(t),

dove p e la molteplicita della radice a.

2) Supponiamo che f(t) = e®[P,(t) cosbt + Qm(t)sinbt] con a,b € R e P, e @y, polinomi di grado
n ed m in ¢t. Allora se a 4 ib non € una coppia di radici dell’equazione caratteristica dell’omogenea
associata, una soluzione particolare ha la forma

§(t) = ™[R, (t) cos bt + S,(t) sin bt],

dove R, e Sy sono polinomi di grado ¢ = max{n, m}.
Se invece a b € una coppia di soluzioni dell’equazione caratteristica dell’omogenea associata, si pone

§(t) = tPe™[R,(t) cos bt + S, (t) sin bt],
dove p e la molteplicita delle coppie di radici a 4 ib.

e Esempi

1) Determinare I'integrale generale dell’equazione
y" —y = (2t + 1)e*.
L’equazione omogenea associata y"” — ¢y’ = 0 ammette I'integrale generale
y=rc1+ czet + c;»,e*t.
Cerchiamo una soluzione particolare dell’equazione non omogenea nella forma
j = (At + B)e*.
Derivando otteniamo
7 = (A+2B+2A4t)e*, ' = (4A+ 4B +4At)e*, §" = (12A + 8B + 8At)e*.
Sostituendo si trova

1
1A+6B+64t=2t+1 = A=g B=-,.

L’integrale generale sara dunque

. _ 1 4
y() = 5(E) + §(8) = c1 + caet + caet + (t _ )
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2) Determinare l'integrale generale dell’equazione
y' —y=(t+1)e"

L’integrale generale dell’omogenea associata y” —y = 0 ¢ dato da

Y = clet + CQG_t.

Poiché 'esponenziale del termine non omogeneo compare nella soluzione della omogenea asso-
ciata dobbiamo cercare una soluzione della non omogenea nella forma di un polinomio moltipli-
cato per tet, ovvero

9 = (At + B)te’.

Derivando otteniamo
i =[B+ 24+ B)t + At?)e',  §" = [2A + 2B + (4A + B)t + At*]€'.

Sostituendo ricaviamo

1 1

L’integrale generale sara allora

1
y(t) = g(t) + 9(t) = cre’ + coe™ " + Z(t + 1)te'.

3) Determinare l'integrale generale della equazione
y" + 4y = tsin 2t.
L’omogenea associata y” + 4y = 0 ha l'integrale
i = c1 8in 2t + co cos 2t.

Anche in questo caso il termine non omogeneo compare nella soluzione della omogenea associata.
Cercheremo allora la soluzione particolare della non omogenea nella forma

g = (At + C)tsin 2t + (Bt + D)t cos 2t.

Derivando otteniamo

§ = [C +2(A— D)t — 2Bt*|sin 2t + [D + 2(B + C)t + 2At*] cos 2t.

A B
7' =4 §—D— (C+2B)t—At2} sin 2t 4 4 [2+C— (D — 2A)t — Bt?| cos 2t.

Sostituendo ricaviamo
2(A— D —4Bt)sin2t + 2(B + C + 4At) cos 2t = tsin 2¢

- A=D=0, —B:C:é.
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4.6 Sistemi di equazioni differenziali lineari

Un sistema di equazioni differenziali del primo ordine y’ = f(¢,y) si dice lineare se f & una funzione
lineare di y ovvero se
y' =Ay+b,

dove A e un operatore lineare in R, in generale dipendente da t € D, che agisce sulla funzione
vettoriale y : D — R™ a componenti con derivate prime continue e dove b ¢ una funzione vettoriale
assegnata di ¢ € D. Il sistema si puo scrivere anche nella forma

L(y) = b,

dove L ¢ 'applicazione definita da D(y) — Ay, essendo D ’applicazione di derivazione sulla funzione
vettoriale y. Per la linearita di quest’ultima, 'applicazione L risulta lineare. Ne segue che, come nel
caso delle equazioni lineari, se y rappresenta 'integrale del sistema omogeneo associato L(y) = 0, e se
y € una soluzione particolare del sistema non omogeneo, l'integrale generale del sistema non omogeneo
e dato da

y=y+y.

Teorema 4.3 L’integrale generale del sistema omogeneo L(y) = 0 ¢é dato da tutte e sole le combi-
nazioni lineari di n soluzioni particolari linearmente indipenenti y () (k=1,...,n).

Dim. Consideriamo i seguenti n problemi di Cauchy
Ly)=0, y(to)=er k=1,.,n,

dove ey, sono i versori della base canonica in R", ovvero e; = (1,0,0,...,0), es = (0,1,0,...,0), ...,e, =
(0,0,...,1). Chiamiamo y)(t) le soluzioni di questi problemi per ¢ appartenente ad un intorno di to.
Esse costituiscono n soluzioni particolari del sistema omogeneo. Si verifica subito che la combinazione

lineare
n
Y= Y@
k=1

¢ soluzione del problema di Cauchy
n
L(y) =0,  y(to) =) ckey.
k=1

Affinché tale soluzione sia quella identicamente nulla e sufficiente e necessario che tutti i coefficienti
¢ siano nulli. Ne segue che le funzioni y ;) sono linearmente indipendenti.

D’altra parte, una qualunque soluzione dell’equazione L(y) = 0 avente condizioni iniziali y(ty) = y*)
si puo scrivere nella forma

Y=Y oy
k=1

Infatti, basta scegliere o = yi(to) affinché valga

y(to) = Zyk(to)Y(k) (to) = Zyk(to)ek =y,
k=1 =1

che corrisponde alla condizione iniziale data.
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OSSERVAZIONE. Poiché una equazione differenziale lineare di ordine n in forma normale e sempre
riconducibile a un sistema di n equazioni lineari del primo ordine in n funzioni incognite, il teorema
4.2 puo essere ricavato dal teorema 4.3. Vale la pena esaminare in dettaglio questa implicazione.

Se nell’equazione lineare omogenea

u™ 4 pr(u™ Y 4 4 pai (B)u =0,

si pone u = yi,u’ = s, ..., w1 = Yn, Si ottiene il sistema equivalente
/
o 0 1 0 o o\ [~
b2 0 0 1 0o of]| *
S R : o0 1
y;: —Pn-1 —Pn-2 —Pn-3 ... —p1 0O y;:

Dette yy(t), t € D, (k = 1,2,...,n), n soluzioni linearmente indipendenti di tale sistema, soddis-
facenti le condizioni iniziali y)(to) = y(()k), ad esse corrispondono le n soluzioni ux = Y1, (K =
1,2,...,n) dell’equazione di partenza, soddisfacenti le condizioni
0 0 -1 0
uk(t()) = y(k)l’ u%(to) = y(k)2’ U](gn )(to) = y(k)n’ k= 1, 2, ey 1L
Osserviamo che il wronskiano W () delle uj non é altro che il determinante della matrice che ha per
colonne i vettori y ) (t). L'indipendenza lineare delle y(;) comporta quindi che W sia diverso da zero

in tutto D e di conseguenza le soluzioni u; risultano linearmente indipendenti.
Infine, ogni soluzione u soddisfacente le condizioni iniziali

u* V(1) = g, k=1,2,..,n,

¢ la corrispondente dell’unica soluzione del sistema di equazioni differenziali nelle y;, soddisfacente le
condizioni iniziali

yi(to) =N, 1 = 1, 2, ceey T
Poiché quest’ultima e una combinazione lineare delle n soluzioni y ), la soluzione u sara una combi-
nazione lineare delle uy,.

Consideriamo ora il caso di un sistema di n equazioni differenziali lineari a coefficienti costanti
/
y =Ay+b

dove A ¢ un operatore in R™ indipendente da t. Ovviamente, anche in questo caso la soluzione si
trova aggiungendo all’integrale generale del sistema omogeneo associato una soluzione particolare di
quello non omogeneo. Studiamo dunque in dettaglio 'equazione omogenea.

In forma matriciale il sistema di equazioni differenziali si scrive

Y = Ay,

dove Y ¢ il vettore colonna delle componenti del vettore y(¢) in una base data e dove A ¢ la matrice
corrispondente all’operatore A.

Se la matrice A & diagonalizzabile, il sistema puo essere trasformato in n equazioni differenziali del
primo ordine nelle singole componenti z;(¢) di una funzione incognita z(t), legate alle componenti y;
dalla trasformazione che diagonalizza A. Piu precisamente supponiamo che A ammetta n autovalori



4.6. SISTEMI DI EQUAZIONI DIFFERENZIALI LINEARI 61

distinti X\;, (i = 1,2,...,n), cui corrispondono gli n vettori linearmente indipendenti X ). Costru-
ita la matrice invertibile ) che ha per colonne gli autovettori X () operiamo la trasformazione che
diagonalizza A,

Q7'AQ = A = diag(\i, de, s Aa)s Y = Q7

dove Z & il vettore colonna formato dalle componenti del vettore y nella nuova base. Poiché () & una
matrice di costanti, si ha Y/ = QZ’ e il sistema di partenza diviene

Q7' =AQZ = Z'=Q 'AQZ=AZ.

Si ottiene cosi, esplicitamente

20 () = Anzn(t).
Le equazioni cosi ottenute si dicono disaccoppiate perché ciascuna puo essere risolta indipendentemente

dalle altre. Risolvendole si ha

zi(t) = cieMit, 1=1,2,...,n.

Da queste soluzioni si ricavano poi le y;(¢) mediante la trasformazione Y = QZ, ovvero

n n
yilt) = > Quege™t = 3 XD ezt
j=1 j=1

In altri termini le y;(¢) sono combinazioni lineari delle funzioni e*i. Dato che gli autovalori A; non

dipendono dalla base scelta e osservando che i vettori X U )cj altro non sono che le n-uple di componenti
degli autovettori kU) di A nella base data, la soluzione del sistema di partenza si scrive come

y(t) = ket
=1

Le singole funzioni k(e*it si dicono anche autofunzioni del sistema di equazioni differenziali y' = Ay.

e Esempio

Risolvere il sistema di equazioni differenziali lineari omogenee
Y1 =y1 + 2y
Yy = 4y1 + 3y2
Si ha
A= (}l ;) S det(A—AT) = A2 —4)— 5.

Si ottiene cosi A\; = —1, A9 = 5. Gli autovettori corrispondenti sono

)

L’integrale generale del sistema sara

1 1 =cre t + cpedt
Y:q( )e_t+02<)e5t = 4 ! 2 5
—1 2 Yo = —cre bt + 2¢9ed?
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Se il polinomio caratteristico ammette una radice complessa, esso ammettera anche la sua coniugata
e 1 corrispondenti autovettori saranno coniugati. Infatti, essendo A reale, se Ax = Ax, ne segue
Ax = Ax. Posto A = a + b, le corrispondenti autofunzioni saranno

a+ib)t

y = xe! , y= gela—ib)t

queste ultime si possono sempre esprimere in termini reali, sostituendole con le combinazioni

1
5()’ +3) =R(y) = e™ (x4 cos bt — xpsin bt),
1
Q—Z,(y —3) = 3(y) = e™(xqsin bt + xy, cos bt),

dove si e posto X = X, + iXp.

e Esempio

Determinare I'integrale generale del sistema di equazioni omogenee
Y1 =y1— 5y2
Yo =2y1 — Y2
Si ha
1 =5 . ,
A= (2 _1> = )\1 = 3’L, )\2 = —31.

I corrispondenti autovettori sono

1) _ 1+ 3 2) _ 1-—3:
(), (3

Si ottengono cosi le due soluzioni reali

1 3\ .

Y4 = <2> cos 3t — <0> sin 3t
1\ . 3

Yp = <2> sin 3t + <O> cos 3t,

Prendendo una loro combinazione lineare otteniamo l'integrale generale

y1 = (c1 + 3eg) cos 3t — (3¢1 — o) sin 3t
Yo = 2c¢1 cos 3t + 2c¢g sin 3t.

Il procedimento indicato per la soluzione dei sistemi omogenei non cambia se la matrice A am-
mette autovalori con molteplicita maggiore di 1, purche sia sempre diagonalizzabile. Se, per e-
sempio, I’autovalore A ha molteplicita m e a tale autovalore corrispondono esattamente m autovettori
X0, (j = 1,2,...,m) linearmente indipendenti, si ricava
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da cui
n—m

) At
k)Nt

y(t) = e ZIA(U) +
j=1 j=1

dove k) sono gli autovettori corrispondenti agli autovalori Aj con molteplicita 1.

e Esempio

Determinare l'integrale generale del sistema di equazioni differenziali

Y1 = 6y1 + 2y + 2y3
yh = 2y1 + 3yo — 4y3
yh = 2y1 — 4ya + 3y3

Si ha
6 2 2
A=[2 3 -4 = A1 =7 (2volte), Ayg=-2
2 —4 3

Poiché la matrice A & simmetrica, essa ammette 3 autovettori linearmente indipendenti. In
particolare si ha, per A = Ay,

0 2
xO=|(1], x@=1o0
1

mentre, per A = Ag,

La soluzione del sistema sara allora

0 2 -1
y=|a 1 +c [0 et +c3 2 e 2t
-1 1 2

Supponiamo ora che la matrice A non ammetta n autovettori linearmente indipendenti e non sia
quindi diagonalizzabile. Dall’algebra sappiamo che in questo caso & sempre possibile ridurre A alla
forma. canonica di Jordan mediante una opportuna trasformazione di base. Indicata con () la matrice
di trasformazione, costruita con n autovettori generalizzati di A, si ha

Q'AQ = J = diag(Jy, ..., Jp), Y =QZ,

dove J; (i = 1,2,...,p) sono blocchi di Jordan di ordine n; e dove Y % n; = n. Il sistema lineare
Y’ = AY diventa
Q7' =AQZ = Z' =Q 'AQz=JZ.

Quest’ultimo sistema si spezza in p sottosistemi disaccoppiati

Zz/ = .]ZZZ, 1= 1,2, s Dy
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ciascuno nelle n;-uple di funzioni incognite {z;1(t), zi2(t), ..., zin, (t)}. Esplicitamente, fissato i si ha

2 (1) = Nz (t) + zi2(t),
2io(t) = Nizia(t) + zis(t),

Zin,—1(t) = Nizin,—1(t) + 2in, (1),
in; (1) = Xizin, ().

zZ

Dall’ultima equazione ricaviamo
_ At
Zin, (1) = cp, e,

e sostituendo nella precedente otteniamo l’equazione lineare non omogenea
! Ait
Zing—1(t) = AiZin—1(t) + cn, €™,
la cui soluzione e
At
Zmi—l(t) = (cni_l + cnit)e e

Sostituendo ancora nell’equazione precedente e continuando cosi fino a risolvere la prima equazione,
si ottiene

1 .
Zin;—2(t) = (Cn;—2 + Cn;—1t + §Cmt2)e’\’t,

L 1 1y At
zi1(t) = (e1 + cot + =3t + ... + ————¢,, 7 )e.
In generale si puo dunque scrivere la soluzione dell’intero sistema nella forma

zl](t) = e/\itpnifj(t)a ] = 17 ceey Mgy 1= 17 ~ Dy

dove P,,_;(t) € un polinomio in ¢ di grado n; — j. Osservando che Z = (211, ..., Ziny, 221, -+, 22095 -+
Zply e zpnp)T si ottiene infine la soluzione del sistema di partenza dalla relazione ¥ = QZ.

e Esempio

Determinare I'integrale generale del sistema differenziale lineare omogeneo

Yi = —y1 + 2ys,
Yo = 2y1 + y2 — 2y3,
Y5 = —2y1 + 3ys3.
Si ha Y = AY con
10 2
A=|2 1 =2,
-2 0 3

da cui si ricava A\ = 1 (3 volte). All'unico autovalore corrispondono i due autovettori linearmente
indipendenti

XM =017, Xx®=(,1,1)7.
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La matrice non ¢ diagonalizzabile e quindi cerchiamo gli autovettori generalizzati di A relativi a
A1. Posto
(A-1)X #0, (A-1)°X =0,

troviamo un primo autovettore generalizzato,
X =(0,1,1)7,
da cui si ottiene il secondo autovettore generalizzato
X=UA-DX=(2,-2,2)".

Abbiamo cosi due autovettori generalizzati X, X linearmente indipendenti e possiamo scegliere
come terzo autovettore, X (). Si ottiene cosi

10 2 2 1 -1
Q=101 -2}, Qt=| -1 0 1],
11 2 -1/2 —-1/2 1/2

e quindi

1
J=Q'AQ= [0
0

=)
= o O

Il sistema Z’ = JZ & dato esplicitamente da

da cui ricaviamo
21(t) = 1€, 22(t) = cael, 23(t) = cze’ + catel.

Ritornando alle funzioni incognite y;(t), abbiamo

1 0 2 cie
Y=QZ=[0 1 -2 cae ,
11 2 (c3 + cat)et

OovVVero,
y1(t) = (c1 + 2¢3 + 2cot)e?

Y2 (t) (CQ — 263 — QCgt)et
ys(t) = (c1 + c2 + 2c3 + 2cat)e’.

Nel caso di un sistema lineare non omogeneo si pud cercare una soluzione particolare facendo ricorso
sempre al metodo della variazione delle costanti. Ilustriamo il metodo in questo caso mediante un
esempio.
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e Esempio

Determinare l'integrale generale del sistema non omogeneo

yi:yz
/o 1
Yo = —Y1 + 557

Il sistema omogeneo associato ammette 'integrale generale

y1 = c1cost + cosint

Yo = —cy18int 4+ cg cost.
Facendo variare le costanti abbiamo

y1 = c1(t) cost + co(t) sint
y2 = —c1(t) sint + co(t) cost,

e sostituendo nel sistema di partenza otteniamo

) cost + cysint =0

— ) sint + cycost = L
! 2 cost
La soluzione di questo sistema &
/ /
¢ = —tant, cy =1,
da cui si ricava
c1 = In|cost| + ai, co =1+ as.

L’integrale generale del sistema non omogeneo risulta

y1 = ajcost + agsint + costln|cost| + tsint

Y2 = —agsint 4+ ag cost — sintlIn | cost| + t cost.

4.7 Alcune applicazioni delle equazioni differenziali

Consideriamo qui alcuni esempi di sistemi fisici il cui studio conduce alla risoluzione di un problema
di Cauchy.

4.7.1 Probabilita di collisione

Consideriamo uno strato materiale a facce piane di spessore L e area A. Sia n il numero di molecole del
materiale per unita di volume e supponiamo di poter rappresentare ciascuna molecola come una sfera
di raggio R. Lo strato viene bombardato con molecole-proiettile anch’esse di forma sferica e raggio
r. Una molecola-proiettile urtera una molecola del bersaglio se si avvicinera a quest’ultima ad una
distanza minore di R + r. La sezione d'urto di collisione per una molecola sara allora o = 7(R + r)>.
Detta = € [0, L] la coordinata trasversale allo strato lungo cui incidono le molecole-proiettile, il numero
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di molecole presenti nell’elemento di strato compreso tra xg e xg + dx sard dato da nAdz, mentre la
sezione d’urto relativa allo stesso elemento sara S = onAdz. Se si divide tale sezione d’urto per 'area
A si trova la probabilita P che, su N proiettili incidenti, un numero pari a |[dN| urti le molecole del
suddetto elemento di strato. In altri termini si ha

dN onAdzx
— = P e
v ==

= ondx.

Se Ny ¢ il numero di molecole incidenti sulla superficie dello strato (cioeé per x = 0), il numero di
molecole N (z) che riescono a giungere alla profondita x senza collidere soddisfera il seguente problema

di Cauchy del primo ordine,
{djg;x) = —noN(x),

N(0) = Np.

dove il segno meno & dovuto al fatto che d/N rappresenta la perdita di proiettili che attraversano lo
strato senza collidere, ed ¢ quindi una quantita negativa. Integrando ’equazione differenziale si ha

InN(z) =—nox = N(z)=ke "7,
e imponendo la condizione iniziale, si ottiene
N(z) = Nge "%,

Il numero di molecole-proiettile che attraversa uno spessore z (0 < z < L) decresce quindi esponen-
zialmente con z. La quantita

= —
no

ha le dimensioni di una lunghezza ed ¢ una misura della distanza percorsa in media da un proiettile
senza collidere. Per tale motivo essa viene chiamata libero cammino medio del processo di collisione.
In particolare il numero di proiettili che emergono dallo strato senza aver subito collisioni sara

N = Nge 1/,

Nei problemi che seguono le funzioni incognite saranno funzioni f del tempo ed indicheremo con f , f -
le derivate prima, seconda, etc., di f rispetto a t.

4.7.2 Moto di un punto soggetto a forza resistente

Sia x la posizione nello spazio di un punto materiale di massa m e sia v = x la sua velocita. Supponiamo
che il punto sia soggetto ad una forza resistente Fgr = —h/|v|v dove h € R, e alla forza peso mg.
Assumiamo inoltre che all’istante iniziale t = 0 si abbia x(0) = x° e v(0) = %(0) = 0. Vogliamo
determinare il moto del punto.

L’equazione del moto ma = F, si scrive
m = —h|%/|% + mg.

Dette x1, 9, z3 le componenti di x rispetto ad una terna cartesiana ortogonale di versori e, eo, e3 e

prendendo g = —ges, con g accelerazione di gravita, si ottiene il sistema di equazioni differenziali
mi’l = —thHxl
mflfg = —h”XHJL‘Q

mitz = —h|[x|[i3 — myg,
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con le condizioni iniziali x1(0) = 29, 22(0) = 23, 23(0) = 29, #1(0) = 32(0) = #3(0) = 0. Notiamo che

le prime due equazioni ammettono certamente la soluzione z1(t) = x{, 22(t) = 29 essendo verificate le

condizioni iniziali. Per 'unicita della soluzione, il punto materiale manterra, durante il moto, sempre
le stesse coordinate sul piano 1, zs. Il moto avverra dunque lungo ’asse 3, secondo 1’equazione

mfi‘g = —h|i‘3|i73 —mg.

Da questa equazione, facendo uso delle condizioni iniziali, si deduce che #3(0) = —g, 43(0) = 0. Allora,
se x3 € continua, essa ha un massimo in ¢t = 0 e quindi, in un intorno I = (0,9) si avra 3 < 0. Ne
segue che in I ’equazione diventa

miy = hii —mg.

Dividendo per m e ponendo u = &3, o = h/m, si ottiene

U —ou?® =—g
u(0) = 0.

Risolviamo I’equazione di questo problema separando le variabili

_/du _y
g—auz
Jag t =tanh™! (—\/§u> + c.

Imponendo la condizione iniziale u(0) = 0, si ha ¢ = 0 e ricavando u,

da cui,

u(t) = @3(t) = —\/gtanh(\/@t).

Poiché da questa soluzione &3 risulta minore di zero per ogni ¢, la soluzione del problema puo essere
estesa per qualunque ¢t > 0. Integrando ulteriormente e tenendo conto della condizione z3(0) = a:g,
abbiamo

x3(t) = 23 — éln[cosh(@t)].

Osserviamo che il moto del punto & tale che per ¢ — oo si ha &3 — —\/g, cioe, asintoticamente, il
punto assume velocita costante pari a /2.

4.7.3 Oscillatore armonico forzato

Supponiamo che un punto materiale di massa m possa scorrere lungo una guida orizzontale priva di
attrito. Detta x l’ascissa del punto sulla guida, rispetto ad una origine prefissata O, applichiamo
al punto una forza elastica —kx che tende a richiamarlo verso O ed una forza esterna periodica
F(t) = F cos(yt + ). Determinare il moto del punto sapendo che x(0) = xg e che (0) = vp.

L’equazione del moto e
mi = —kx + F cos(vt + f3).

Dividendo per m e ponendo k/m = w?, F/m = f, si ottiene il seguente problema di Cauchy

&+ w?x = fcos(yt + )
x(0) = xg, #(0) = vp.
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L’omogenea associata # + w?z = 0 ammette 'integrale generale
Z(t) = c1 coswt + c9 sin wt.
Supposto vy # w, cerchiamo ora una soluzione particolare dell’equazione non omogenea nella forma
Z(t) = beos(vt + B).
Sostituendo nell’equazione si ottiene
—by? cos(vt + B) +wbcos(yt + B) = f cos(yt + B),
che vale identicamente se

f

b=

In tal caso otteniamo l'integrale generale nella forma

: f
x(t) = c1 coswt + co sinwt + g cos(yt + B).

Derivando si ha anche

i i o
%(t) = —wey sinwt + weg coswt — g sin(vt + B).

Imponendo le condizioni iniziali su x e & si ha
To=c1+ —5——5cosf,

ws =7
Vg = Wey —

o
m Slnﬂ.

da cui si ottiene

1 .
c1 = x9 — 3 i 2 cos 3, cy = ” <vo + wajfy2 smﬂ) .

La soluzione del problema sara dunque

z(t) = <330 - fcosﬁ) coswt + <v0 + W) sin wt + M.

w2 — A2 w w? — w2 — 2

Nel caso in cui v = w la soluzione particolare precedentemente trovata non vale piu e si deve cercare
un integrale particolare nella forma
Z(t) = atsin(wt + ).

Sostituendo si ha
2aw cos(wt + B) = feos(wt+B) = a=-—.

L’integrale generale sara allora
x(t) = 1 coswt + co sinwt + QLt sin(wt + ).
w
Sfruttando le condizioni iniziali si ricava

To = c1, v0262w+isinﬁ,
2w
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da cui

(g
C1 = o, Cy = — Uo—fSIDB .
w 2w

La soluzione del problema sara dunque

z(t) = xp coswt + <v0 _fsinf

: .
t+ —t t .
" — >smw + 55 sin(wt + B3)

Osserviamo che, nel caso v = w la soluzione particolare & rappresenta una oscillazione di frequenza w
con ampiezza crescente in modo lineare e quindi illimitata per ¢ — oco.

Nel caso in cui la differenza tra vy e w sia "relativamente piccola”, cioe |w — v| < w, allora la soluzione
Z puo essere approssimata in modo da descrivere il fenomeno dei battimenti. A questo scopo poniamo
w — v = v dove |v| € w e riscriviamo la soluzione del problema nella forma

x(t) = xo coswt + % sinwt + z1(t),
w

dove z1(t) e la parte di soluzione dipendente da -, ovvero

f falo : feos(yt + )
= | L (~coswt L sinwt LT
x1 wz_ny( coswt cos f3) + " sinwt sin 3 + e
Si ha
W=t = (W) (w—7) = (2w —v)r~ 2w,
Yw  w-v 1
w2 —72  ww-—-v)v  2wr’

La funzione z;(t) puo essere approssimata come

x1(t) ~— %iy[cos(wt + ) — cos(wt — vt + B)] =

- 2{%} [cos(wt + 3)2sin? %t — sin(wt 4 )2 sin %t cos gt =
t

isiny—sin [(w— Z)t—l—ﬁ} .

wv 2 2

Quest’ultima rappresenta una oscillazione di frequenza w — /2 con ampiezza modulata dal fattore
sin(v/2)t, e quindi, con frequenza di modulazione v/2 < w. La soluzione z(t) descrive i cosiddetti
battimenti che si sovrappongono alla parte puramente armonica della soluzione.



