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Capitolo 1

Funzioni vettoriali e curve nello spazio

1.1 Limiti, continuita e derivate di vettori

Una legge che ad ogni numero reale ¢ nel dominio A C R faccia corrispondere un vettore di V3, viene
detta funzione a valori vettoriali o funzione vettoriale di variabile reale in V3. Indichiamo con v(t)
una tale funzione e prendiamo una qualunque base {e;} in V3. Per ogni ¢t € A possiamo scrivere

v(t) =) vi(t)e:.

i=1

Poiché le componenti v;(t), (i = 1,2,3) individuano univocamente, per ogni t, il vettore v(t) nella
base scelta, esse, come funzioni reali della variabile reale t nel dominio A, costituiranno le componenti
della funzione vettoriale stessa in quella base.

Vogliamo estendere alle funzioni vettoriali i concetti di limite, di funzione continua e di derivata. A
tale scopo consideriamo la funzione vettoriale v(t), definita nel dominio A C R, a valori in V3, ed il
vettore w € V3. Preso un punto ¢y di accumulazione per A diremo che la funzione v(t) converge al
vettore w per t che tende a tg, se ¢ possibile determinare un intorno di ¢¢ in A, escluso al piu ¢y in
modo tale che per valori di ¢ in tale intorno, la norma della differenza v(t) — w sia piu piccola di un
qualunque numero positivo prefissato. In altri termini scriveremo

li t) =

fm v(t) =w,
se, Ve>0,30>0:0<|t—ty] <d = || v(t)—w |[<e. Dette w;, (i =1,2,3) le componenti di w
nella base {e;}, si ha

V() = w [|= /(01(t) = w1)? + (va(t) — w2)? + (vs(t) — w3)2.

Ne segue che la condizione || v(t) — w ||< ¢ implica che siano soddisfatte contemporaneamente le tre

condizioni
[vi(t) — w;| < e, i=1,2,3.

Viceversa, queste ultime condizioni implicano che || v(t) — w [|< /3¢, ovvero, che la norma della
differenza v(t) — w si puo rendere minore di un qualunque numero positivo prefissato. Concludiamo
allora che la funzione vettoriale v(t) converge, per ¢ — to, al vettore w se e solo se le funzioni
componenti v;(¢) convergono rispettivamente a w;, (i = 1,2, 3), ovvero

tliglo vit) =w <— tlgg) vi(t) =w;, i=1,2,3.

1
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Questo risultato ci permette di ricondurre il calcolo del limite di una funzione vettoriale al calcolo
del limite delle sue componenti. Di conseguenza, tutti i teoremi e le proprieta sui limiti di funzione
si estendono immediatamente alle funzioni vettoriali. In particolare questo vale anche per il limite
del prodotto scalare tra due funzioni vettoriali ed il limite del prodotto vettoriale tra due funzioni
vettoriali.

Una funzione vettoriale v(¢) definita nel dominio A C R si dice continua in un punto ¢y di accumu-
lazione per A se risulta

tlg?o v(t) = v(ty).
In forza del risultato precedente sul limite di una funzione vettoriale, possiamo dire che la continuita
di v(t) in tp & equivalente alla continuita delle sue funzioni componenti v;(¢) in tp.
Proprieta analoghe a quelle delle funzioni continue valgono per le funzioni vettoriali. Per esempio,
la somma di piu funzioni vettoriali continue ¢ una funzione vettoriale continua. Il prodotto scalare
tra due funzioni vettoriali continue ¢ una funzione continua ed il prodotto vettoriale tra due funzioni
vettoriali continue ¢ una funzione vettoriale continua.

Preso un punto tg in A ed un incremento At della variabile ¢ in modo che ¢ty + At € A, consideriamo i
vettori v(tg+ At) e v(tp). Denotato con Av = v(tp+ At) —v(ty) 'incremento della funzione vettoriale
relativa la punto ¢y e alllincremento At, chiamiamo rapporto incrementale il vettore

Av  v(to + At) — v(to)
At At

Av

vitg)

vitg + AD

vty AD

dv
a o)

Il rapporto incrementale risulta una funzione vettoriale di t. Se esiste ed & finito, il limite di questa
funzione per At — 0 si dice derivata della funzione vettoriale v(t) in ¢ e si scrive

. Vv(to+At) —v(ty) dv
Al At B E(to)’

Talvolta useremo notazioni analoghe a quelle relative alle funzioni, ovvero Dv(ty), oppure v'(tp).
Considerata una base {e;} e usando il risultato precedente sui limiti di funzioni vettoriali, si pud
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scrivere
3
dv L vi(to + At) — v;(to)
o) = Alzltgl(); At e
3 3
. Vi (to + At) — V; (to) dv;
= 1 — —(t n
;A?ﬁo At © ; a (o)

In altri termini, le componenti della derivata di una funzione vettoriale rispetto ad una data base sono
le derivate delle funzioni componenti di quel vettore rispetto a quella base.

Anche per le funzioni vettoriali derivabili valgono regole e teoremi analoghi a quelli delle funzioni reali
ordinarie derivabili. Ci limitiamo ad osservare che una funzione vettoriale derivabile risulta continua.
Estenderemo poi alle funzioni vettoriali la notazione per gli insiemi di funzioni con derivate continue.
Per esempio, la notazione v(t) € C¥(A) indica che la funzione vettoriale v(t) ha derivate continue fino
all'ordine k nel dominio A, ovvero, le sue componenti sono funzioni appartenenti a C*(A). Si possono
poi dimostrare facilmente le seguenti regole di derivazione

d d d
&[u(t) V()] = &u(t) -v(t) +u(t) - av(t)
d d d

d d )
—u(t(x) = Lult) ().

1.2 Curve in forma parametrica

Le equazioni in forma parametrica della retta passante per Py e diretta secondo il vettore v,

T =x9+ tug

= Yo + tvy

z = 29+ tv,,

sono un esempio di curva nello spazio espressa mediante funzioni di un parametro reale. Piu in
generale, data una curva C nello spazio ed un riferimento cartesiano con origine in O, supponiamo che
sia possibile stabilire una corrispondenza biunivoca tra i punti P di C ed i valori di un parametro ¢ in

.
un intervallo reale [a,b]. Si puo esprimere allora il vettore OP come funzione del parametro ¢, ovvero
si puo introdurre una funzione vettoriale x(t) tale che

OP= (0,%(1)).

Le componenti del vettore posizione x = x(t) sono le coordinate del punto P nel riferimento adottato
e risultano funzioni di ¢ definite in [a, b]. In altri termini, si puo scrivere

(t)
(t) t € [a,b],
t

Il
>

IS NSO
Il

N S

—~

che rappresentano le equazioni parametriche della curva C.
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o Esempi

1) Le equazioni dell’elica cilindrica di raggio R, asse z e passo p, si possono scrivere in forma
parametrica usando come parametro la coordinata cilindrica 1. Si ha infatti

x = Rcosy
y = Rsinvy P € R.
= 2,

2) Analogamente le equazioni di una circonferenza di raggio R e centro nell’origine, sul piano ¢ =
/2, in coordinate sferiche, si possono esprimere in forma parametrica usando come parametro
la coordinata sferica 6. Si ha

z=0
y = Rsinf 6 € [0,2m)
z = Rcos#,

Sia x = %(t) Pequazione parametrica di una curva C definita in [a, b]. Supponiamo che x(t) € C1([a, b]).
Supponiamo inoltre che || dx/dt ||# 0, V¢ € [a,b] e che A t1,t2 con t1 # t2 : x(t1) = X(¢2) in tutto
[a,b]. Sotto queste condizioni si dice che x = X(t) & una rappresentazione parametrica regolare della
curva C. Una curva che ammette almeno una rappresentazione parametrica regolare si dice regolare.
Dalla definizione segue che nelle equazioni parametriche di una curva regolare le funzioni z(t), §(t), Z2(¢)
hanno derivate prime continue in [a,b] che non si annullano mai contemporaneamente in [a,b] e, al
variare di ¢ in [a, b], la curva non passa per un dato punto piu di una volta.

e Esempio
I due sistemi
T =x9+ at z:x0+at3
y=yo+bt y=1yo+b0t2 , tER,
2 =z9+ct 2 =29+ ct?

rappresentano la stessa retta, in quanto, eliminando il parametro ¢, da ambedue i sistemi si
ottengono le medesime equazioni cartesiane

T—2o _Y—Y _ 2~ %0
a b c
Tuttavia solo il primo sistema ¢ una rappresentazione regolare della retta. Infatti, per il secondo
sistema si ha ||x/(¢)|| = 0 per ¢t = 0.

Di una curva regolare & possibile definire una lunghezza. A questo scopo consideriamo una partizione
P, dell'intervallo [a,b] in n parti prendendo a =ty < t; < ... < t,, = b e siano x(tp),x(t1), ...x(tn)
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i corrispondenti vettori posizione dei punti sulla curva C. Congiungendo gli estremi di questi vettori
otterremo una spezzata di lunghezza

L(Py) = Y IIx(t:) = x(ti-1)|
i=1

= Z VIE(t) — o(tic)]? + [y(t) — y(tim1)]? + [2(t:) — 2(tim1)]2

Poiché le funzioni z(t),y(t), z(t) sono derivabili, applicando a ciascuna di esse il teorema di Lagrange
si potranno trovare tre punti &, 7;, ¢; nell’intervallo (¢;—1,¢;) in modo tale che

z(t;) — x(tic1) = 2/ (&)t — tiz1),
y(ti) —y(ti1) =y (mi) (ti — ti-1),
2(G) (6 — tima),

Otteniamo cosi

L(P,) = (i — tio) V[ (&) + [ ()] + [/ (6]
=1

Posto B

T, = inf{|2'(t)|,t € [ti—1,ti]}, X! =sup{|z'(t)],t € [ti_1, ]}

g =inf{ly'(t)],t € [tim1, i}, Y] =sup{|y/(t)|,t € [ti—1,ti]}

z=inf{|Z ()]t € [ti, 6]}, Zi =sup{|Z/(t)],¢ € [ti—1, ti]}
si ha
dove

=1
Ly(Py) = Z

—
Sk
|
Sk

L

~—
\
IS
oS
no
+
—
=~
oS
no

+
@N\
oS
no

Diremo allora che la curva C in [a, b] ¢ rettificabile se

sup[L,(Py,)] = inf[Ly(Py)] =1
P, P

e chiameremo [ la lunghezza di C. Vale il seguente risultato che non dimostriamo.

Teorema 1.1 Una curva x = X(t), regolare in [a,b], é rettificabile.

L’analisi precedente ci permette di effettuare il calcolo della lunghezza di una curva.

Teorema 1.2 Data la curva x = x(t), regolare in [a,b], la sua lunghezza é data da

b
1= [ VEOP+TOR+ FOP &
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Dim. Consideriamo la funzione

F) = VIOPR + 5 OF + [Z ()]

In base alla definizione delle quantita L,,(F,) e Ly(P,) e indicate con s(f, P,) e S(f, Py,) rispettiva-
mente le somme integrali inferiore e superiore della funzione f relative alla partizione P,, valgono le
seguenti disuguaglianze

Lin(Pn) < s(f, Pn) < S(f, Pn) < Ly (Pn).

Poiché la curva & regolare, f(¢) risulta continua, e quindi integrabile in [a, b], ovvero

b
sup[s(f, Pn)] = inf[S(f, Pn)] = / VIE ] + 5O + [2/(0)]2 dt.

n

D’altra parte, la curva risulta rettificabile quindi

Sup[Lm(Pn)] = llgf[LM(Pn)] =1,
P, n

e le precedenti disuguaglianze ci permettono di concludere

dx

dt.
dt

b b
1= [ VEOR+ GO+ EORd = [

e Esempio

Vogliamo calcolare la lunghezza dell’arco di curva di equazioni parametriche

xr =tcost

y =tsint

z = \/gt
relativo all’intervallo 0 < ¢ < 1.

Si puo verificare che tratta di una curva regolare. Si ha

2 = cost —tsint
Yy =sint + tcost
Z =

|

1
l:/ V44 t2de.
0

Questo integrale si puo risolvere mediante la sostituzione ¢t = 2 sinh 7, ottenendo

sinh—! 1
1 5
l:4/ 2cos.h217d17:2simh_12+\2[.
0

da cui
dx

dt

=4+t

Si ottiene quindi
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Supponiamo ora di prendere un punto P, corrispondente al vettore xg su una curva regolare C e di
aver scelto il parametro t nelle sue equazioni parametriche in modo tale che x(0) = x¢. Preso un
generico punto P di C corrispondente al generico valore ¢ del parametro, definiamo ascissa curvilinea

s su C la quantita
t
s(t) = :l:/
0

dove vale il segno positivo se si vuole che s cresca al crescere di ¢, mentre vale il segno negativo se
si richiede che s decresca al crescere di t. In valore assoluto, I’ascissa curvilinea misura la lunghezza
dell’arco di curva da x¢ a x(t). Nel seguito, se non specificato diversamente, assumeremo che s
cresca al crescere del parametro ¢t. Per la regolarita della curva, le derivate delle componenti di x(t)
non si annullano mai contemporaneamente, ovvero ||dx/dt|| # 0. L’ascissa curvilinea risulta quindi
una funzione continua e strettamente monotona di ¢. Essa ¢ dunque invertibile, con inversa t(s)
continua. Ne segue che si possono scrivere le equazioni parametriche della curva C in funzione di s
come x = x(t(s)). Quest’ultima risulta sempre essere una rappresentazione regolare in quanto, dalla
definizione stessa di ascissa curvilinea

~||dx

_H&

Inoltre, poiché s(t) & biunivoca, si avra s(t1) # s(t2) per t1 # to, quindi x(s1) # x(s2) se s1 # S
(51 = S(tl), Sg = S(tg)).

dx

T

dr,

1

s~

dx

— 1-#£0.
ds 7

dx||dt
d ds

e Esempi

1) Consideriamo ’equazione di una retta in forma parametrica

T =x9+ tv,
Yy =Yyo + tyy
2 = zo + tu,,

Dalla definizione di ascissa curvilinea abbiamo

t
s@:/,@+@+@wﬂwnt
0

L’equazione parametrica della medesima retta in funzione della sua ascissa curvilinea &

— Uz
T =x9+ HV”S
— Wy
Y=Y+ s

z=2z0+ ”UTZHS.
In tal caso si verifica subito che la lunghezza del segmento PyP ¢ proprio |s|.

2) Consideriamo ’equazione della circonferenza di raggio R e centro nell’origine, sul piano z = 0
di un riferimento cartesiano. Le equazioni parametriche si possono scrivere nella forma

{:c:Rcosz/) v € [0,2m).

y = Rsinvy
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In tal caso si ha

P
s(y) = / RVsin? 7 + cos2 7dr = Ri).

0
che, come € noto, corrisponde, in valore assoluto, alla lunghezza dell’arco di circonferenza di
apertura .

3) Consideriamo le equazioni parametriche dell’elica cilindrica di raggio R, asse z e passo p.
Abbiamo visto che si puo scrivere

x = Rcosy
y = Rsinvy Y € R.
=2,

Calcoliamo P’ascissa curvilinea. Si ha

P 3 5
5(¢)=/() \/R2sin2T+R2cos2T+(2];) dr = RZ+(%> .

1.3 Terna intrinseca

Siano P e P’ due punti di una curva regolare C, corrispondenti a valori s e s+As dell’ascissa curvilinea.
Essi saranno individuati dai vettori x(s) e x(s + As). Al tendere di As a zero il vettore

x(s + As) — x(s)
As ’

tende ad assumere la direzione della tangente alla curva nel punto P di ascissa s.

X(st+ As)

Definiamo wversore tangente alla curva in P il vettore

6(s) = (CiT: — lim x(s + As) —x(s).

As—0 As
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Per verificare che si tratta effettivamente di un versore, osserviamo che, da quanto detto sull’ascissa
curvilinea,
dx
H ds

Supponiamo ora che la funzione x(t) sia derivabile almeno due volte. Derivando ambo i membri
dell’identita

=1, = |t(s)] =1

t(s) - t(s) =1,
ricaviamo
dt
2t(s) - — = 0.
(8) 45

Se escludiamo il caso in cui la curva sia una retta, cio¢ supponiamo dt/ds # 0, la condizione precedente
implica che il vettore dt/ds risulta ortogonale al versore tangente alla curva in P. Chiameremo normale
il versore n di dt/ds, ovvero, porremo

dt
— =cn
ds ’
dove la quantita ¢ = ||dt/ds| ¢ detta curvatura di flessione della curva. Il suo reciproco p = 1/c si

dice raggio di curvatura.
Sempre nell’ipotesi che la curva non sia una retta, si definisce versore binormale il vettore

b=tx n.

I tre versori t, n, b risultano mutuamente ortogonali e costituiscono la cosiddetta terna intrinseca della
curva in P. Ovviamente, al variare del punto P su C, variera 'orientazione della terna intrinseca.

e Esempi

1) Calcoliamo la terna intrinseca e il raggio di curvatura di una circonferenza di raggio R centro
nell’origine, nel piano z = 0 di un riferimento cartesiano. Abbiamo

x':RCf)S?ﬂ S—RY = .I‘ZRC.OS(S/R)
y = Rsin, y = Rsin(s/R).
Il versore tangente e dato da
dx . .
t= i sin(s/R)e; + cos(s/R)ey = —sinte; + cos pey,
da cui
dt 1 1
L= & cos(s/R)e; — Esin(s/R)eQ.

confrontando con la definizione di n abbiamo
n = — cos e — sinyes, p=R.
Infine, il versore binormale &

b =t x n = (—sinye; + cospes) X (— cose; — sines) = es.
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2) Calcoliamo la terna intrinseca e la curvatura di flessione dell’elica cilindrica di asse z, raggio
R e passo p. Dai risultati gia ottenuti abbiamo

x = Rcos(s/a)

x = Rcosy 5
y = Rsinvy s(w):\/R2+<%) Y=rap = {y= Rsin(s/a)

_ P _ P
Si ricava cosi,
R . R P R . P
t = ——sin(s/a)e; + —cos(s/a)es + ——e3 = —(—sinye; + cosyes + ——e3).
o (s/a)er o (s/a)es L a( ey ey 27rR3)
Derivando ulteriormente si ottiene
dt R R .
— = —— cosye; — — sinye
P 02 Yeq 2 ey,
da cui si ricava )
) 1 4m* R
n = —cosYe; — sin ey, c=

P - p? + 472 R2’

Infine

o=

(—sine; + coses + Leg) X (— cospe; — sines)

b p—
2TR

>, P e p
R+ 4772> [%(sm e — coses) + Reg| .

7N

Osserviamo che il calcolo dei versori della terna intrinseca puo essere effettuato anche senza conoscere
'ascissa curvilinea. Infatti, data la rappresentazione regolare x = x(s(t)) della curva C, si ha

_dx o dxdt x x

Cds  dtds s ||¥)’

B % B t’/s/ B t/
SRR
Ne segue anche
1|
p X

e Esempio

Calcoliamo il versore tangente della elica conica di equazioni parametriche

x = Ricosvp
y = Riysiny P e R.
2= 4
Si ha
x' = (Rcost — Ry sintp)e; + (Rsinty) + Ry cosp)es + %eg,
da cui

t = x' _ R[(cos v —1psintp)er + (sinth + 9 cosp)es + 52pes]




Capitolo 2
Funzioni di piu variabili

2.1 Limiti e funzioni continue

Consideriamo I'insieme R" delle n-uple ordinate di numeri reali. Introdotta la usuale struttura euclidea
in R", sia {e;}, (i = 1,...,n) la base ortonormale canonica. Detto x = (z1,z2,...,x,) un vettore di
R™, la sua norma sara ||x|| = \/27 + 23 + ... + 22. In analogia con la notazione dei sottoinsiemi di R,
diamo le seguenti definizioni.

Si dice intorno sferico di centro x¢ e raggio r (r > 0) I'insieme B, (X¢), definito da
B, (x0) ={x e R": ||lx —x¢| < }.
Nel caso in cui si escluda da questo il solo punto xg scriveremo

By (x0) = Br(x0) \ {x0}-

Diremo che l'insieme A C R™ & un aperto di R™ se per ogni x € A ¢ possibile trovare un intorno B, (x)
interamente contenuto in A. Diremo poi che I'insieme C' & chiuso se ¢ il complementare di un aperto.
Chiameremo punto di accumulazione per A C R"™ un punto xq tale che, preso un qualunque intorno
sferico B,(xq), esiste almeno un punto di A distinto da xy appartenente a B,(Xp). Diremo che un
insieme A C R™ & limitato, se esiste un k € R™ tale che

HXl — X2H <k, Vx1,X9 € A.
Si dice poi diametro di un insieme limitato A C R", la quantita

sup ||x1 — x2]|.
X1,X2€A

Consideriamo una funzione f definita in un sottoinsieme A di R™ a valori in R e sia xg un punto di
accumulazione per A. Diremo che la funzione f : A C R — R tende al limite [ per x che tende a xq,
e scriveremo limy_,x, f(x) =1se,Ve > 0,36 >0: x € BY(x0) N4 = |f(x)—I| <e. Analogamente
diremo che limy_x, f(x) = +oo(—00) se Vk >0, 3§ >0: x € Bd(x0) NA = f(x) > k(< —k).

o Esempi
1) Data la funzione f : R? — R, definita da

f(X):$—2y, X:($,y>€R2,

11



12

CAPITOLO 2. FUNZIONI DI PIU VARIABILI

verificare che limx_,o f(x) = 0. Poiché si ha

v —2y| < |z| +2ly| < 3va? +y* =3|lx -0,
ne segue che, fissato un € > 0, scegliendo 6 = £/3, si ha
lx —2y| <e, Vxe€ Bs(0),
ed il limite e verificato.

2) Data la funzione f: A C R? — R, definita da

sin(z — 2y)
fx) = ——7F—
T — 2y
verificare che limy o f(x) = 1. La funzione & definita in A = R?\ {x € R? : x — 2y = 0}, cio¢ in
tutti i punti del piano R? esclusa la retta di equazione z—2y = 0. Sappiamo che lim,_,o =1,
ovVero,

Ve>0,30>0:0<|z] <o = |2 —1| <e.
z

In corrispondenza di o, per il limite dell’esempio precedente, possiamo trovare un d > 0 tale che
[x—0]|<d = J|z—2yl<o.
Mettendo insieme i due risultati, otteniamo

sin(z — 2y)
x— 2y

—1’ <e, Vx€B)0)NA.

3) Data la funzione f : A C R? — R, definita da

3
_ Ty
f(X) - 26 + y27
vogliamo studiare il limy o f(x). La funzione & definita in A = R?\ {0}. Osserviamo che, presa
la restrizione della f in A’ = {x € R?: y — mx = 0}, essendo m € R, si ha

me’4 me’Z

22(z* +m?2) T it m?

f&)ar =
Se facciamo tendere x — 0, in A’, otteniamo
li r=0.
lim f(x)]a

D’altra parte, se prendiamo la restrizione della funzione f in A” = {x € R? : y — 23 = 0},

otteniamo .
T 1 1
= —_— = = = i "= —.
@l = s =2 > Jim fGl = 5
In definitiva, comunque scegliamo un intorno sferico di x = 0, in questo intorno la funzione
assumera sempre tutti i valori dell’intervallo [0,1/2]. La funzione dunque non ammette limite

per x — 0.
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Sia f definita in un dominio A C R non limitato. Diciamo che la funzione f tende a [ al tendere di x
all’infinito e scriveremo limy_,o f(x) =1, se, Ve >0, 30 > 0:Vx € A, x ¢ Bs(0) = |[f(x)—1| <e.
Analogamente si definisce il limite infinito per x — oo.

e Esempio

Data la funzione f: A C R? — R, definita da

r+y—=z 3
f(x):ma x:(a:,y,z)EIR \{0}7

verifichiamo che limy_, f(x) = 0. Osserviamo che si ha

rTt+y—=z

_ ol + Il + el _ 3lxl_ 3
2 + Y2 + 22

B

Allora, fissato un £ > 0, avremo | f(x)| < €, purche

3 3
—<g = |x]|>-.
x| €
Scelto § = 3/¢, otteniamo

|f(x)] <e quando x € A, x ¢ Bs(0).

Sia f: ACR"™ — R e xg un punto di accumulazione di A. Diremo che f ¢ continua in xg se esiste il
limy_,x, f(x) e si ha

lim f(x) = f(xo).

X—XQ

Si dice che la funzione f ¢ continua in A se € continua in ogni punto di A. Valgono inoltre proprieta
analoghe a quelle delle funzioni di una variabile reale. In particolare, la somma ed il prodotto di
funzioni continue sono funzioni continue. Valgono inoltre i seguenti teoremi.

Teorema 2.1 Se f ¢ continua in xg € R™ e si ha f(xg) > 0(< 0), allora esiste un intorno sferico di
Xo in ogni punto del quale f(x) > 0(< 0).

Teorema 2.2 (di Weierstrass) Se f é continua in un insieme A C R"™ chiuso e limitato, allora f ¢
limitata (cioé la sua immagine in R € un insieme limitato) ed ammette un massimo e un minimo.

2.2 Derivate parziali

Sia f definita in un aperto A C R" e sia x¢ un punto di accumulazione per A. Consideriamo un
versore v di R"™. Chiameremo retta passante per xg e di direzione v, il luogo dei punti r = {x € R™:
x = X0 + vt, t € R}. Consideriamo la restrizione di f ad r,

f&)r = f(xo+vt).
Tale restrizione € una funzione della sola variabile reale . Se questa restrizione ¢ derivabile in ¢ = 0,

ovvero se esiste il
lim f(xo +vt) — f(x0)

t—0 t

)



14 CAPITOLO 2. FUNZIONI DI PIU VARIABILI

lo chiameremo derivata direzionale di f nella direzione v, in x¢ e lo indicheremo con Dy f(x¢). Se v
coincide con uno dei versori della base ortonormale canonica, e, porremo

;’;;w = De, f(x0),

che chiameremo derivata parziale di f rispetto a xj, in xg. Poiché risulta

of 1
a—xk(xo) = }g% ;[f(x?, Yt al) — f(2Y, ., 20,

la derivata parziale di una funzione rispetto alla variabile x; € la derivata della funzione che si ottiene
da f fissando tutte le altre variabili e facendo variare solo la k-esima.

o Esempi

1) Calcolare la derivata direzionale della funzione

f($1,$27$3,x4) = h’l([E? + l‘%) + l‘g - xZ,

nella direzione v = %(1, 1,—1,1) nel punto x¢ = (1,0,0,1).

Secondo la definizione data avremo

LR e N A G ) R 1) R (LS Wl VR WU C VPRI V23 g
D xo) = iy : i ;
da cui
1,2
va(xo):limln(l+t+2t ) -0

t—0 t

2) Data la funzione f : A C R? — R, definita da

f(x) = zIn(zy?),

si ha A= {(z,y): x > 0,y # 0}. Calcoliamo le sue derivate parziali.

1
g“;: = ln(a:yQ) + xx—yzyQ =1+ ln(a;yZ),
oy Twp Ty

che risultano definite in tutto I'aperto A.

3) Data la funzione f : A C R® — R definita da
22

f(x) = xzyz — sin(zz) + ye* *,

si ha A = R?. Calcoliamo le derivate parziali nel punto xo = (1,2, 7).

of )
— = - 2 =z
il zcos(xz) + 2zyze” ?,
8f xzz

—ay =xz+e€

of

2 x2z
=xy —xcos(xz)+ xye
5, = Y (z2) ye®
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che risultano definite in A. Per x = xg si ha

gi(xo) = m(3 + 4e™), gi(xo) =r+e", gﬁ(xO) =3+ 2€".

4) Data la funzione f : A C R? — R definita da

f(X) = 2\/‘1?_ \/ x\/gv

si ha A= {(z,y): >0,y > 0}. Calcoliamo le derivate parziali.

o= RV~

of 11
o= (i)

che risultano definite rispettivamente in a A\ {x =0} e A\ {y = 0}.

2.3 Funzioni differenziabili

Sia f definita in A C R” e sia xg € A, un punto di accumulazione. Diremo che f ¢ differenziabile in
X( se esiste una applicazione lineare Ly, da R" in R tale che

o Cc0 1) = (x0) = Ly ()
W B

=0.

con h € R™. Se f e differenziabile in ogni punto di A, diremo che & differenziabile in A.

Dimostriamo che una funzione differenziabile in xy ammette derivata direzionale in qualunque direzione
individuata da un versore v e quindi ammette derivate parziali. Posto h = vt si ha infatti, per la
linearita di Ly,

0 = Lim f(X(] + Vt) - f(XO) - on (Vt) — 1lim f(XO + Vt) - f(XO) . tho (V)

t—0 [Iv]||¢] t—0 |¢] |t]

da cui otteniamo

Ly (v) = %ﬂ% f(xo+ Vi) — f(x0)

= va(X()) = Lx, (V)

In particolare, se v = e}, otteniamo
of
Ly, (er) = —(x0).
xo (€k) axk( 0)

L’applicazione Ly, si dice differenziale di f in x¢ e la si indica piu spesso con df(xp). I risultati
precedenti si scriveranno allora nella forma

of

oxp

Dy f(x0) = df (x0)(v), (x0) = df(x0)(ex),
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e indicano che lapplicazione di df(xg) ad un vettore h € R™ equivale alla norma di h per la derivata
direzionale di f in x¢. Notiamo che, essendo v = Y | v;e;, risulta, per la linearita di df(xo),

df(XO)(v) = df(XO) Z Vi€; = Z Uzdf XO ez Z'Uz 83}
i=1 ¢

Se f & una funzione differenziabile in xg, si dice gradiente di f in xg, il vettore

Z 8%

11 differenziale di f si puo esprimere allora come 'applicazione di un prodotto scalare,

df(xo)(v) = Vf(x0) - v, Vv e R".

Consideriamo in particolare le funzioni f; cosi definite in R",
fl(x) =T, fQ(X) = Z2, 7fn(x) = Tn.

Poiché ogni funzione f; ¢ differenziabile,

dfi(x0)(v) = Vfi(x0) - v =) T;(XO)%‘ = bijvi=vi, (i=1,..,n)
j=1"" j=1
Ne segue che, posto in questo caso df; = dz;, e risultando i dz; indipendenti da xg,
dz;(v) = v;.

Possiamo allora riscrivere il differenziale di una qualunque funzione f in termini della n-upla di appli-
cazioni lineari dz;, (i =1,...,n). Posto dx = (dz,dzo,...,dz,), avremo

df(xo)(v) = Z gj (x0)dz;(v) = V f(x0) - dx(v), Vv e R".
=1 v

Osservazione. Nel caso n = 1, la definizione di funzione differenziabile si riduce a quella di derivabilita
di una funzione di una variabile reale. In tal caso si ha infatti, per h € R

1o Flo+h) = flao) - L(@o)h

= 0.
h—0 |h

da cui segue

e Esempi

1) Rifare il calcolo della derivata direzionale dell’esempio 1) del paragrafo precedente utilizzando
il gradiente della funzione.

La funzione ¢

f(z1, 22, w3, 24) = In(a} + 23) + 23 — 2.
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Poiché si ha
of 2x Of 2,5 Of ,  Of
ox1 - .7}% + x%’ 0xo N :U% + .1‘%7 0xs - » 0xy

= —21'4,

il gradiente in x9 = (1,0,0, 1) & dato da
Vf(x0) =(2,0,0,-2)

Ne segue
Dyf(x0) = V(x0) v = 5(2,0,0,-2)(1,1,~1,1)7 =0

2) Dimostrare che, dato il vettore costante X, il gradiente della funzione f(x) = x - X, definita in
R"™ & dato da x.

Dalla definizione di differenziale in xg abbiamo

lim f(x) = f(x0) = Vf(x0) - (x — o)

X=X 1% = ol

=0.

Nel nostro caso otteniamo
x-X—%0-X— Vf(x0)  (x=%0)] _ |(x—x0)-[X—Vf(x0)]

I = %ol - % = xo|

Posto x — xg = vt, dove v & un arbitrario versore e traducendo il limite per x — xg nel limite
per t — 0, otteniamo
[tllv - [x = V£ (x0)]]

Quest’ultimo risultato vale per ogni scelta del versore v € R™ e per ogni punto xg. Ne segue
dunque la tesi.

3) Dimostrare che il gradiente di f(x) = x- Ax, dove A & un operatore lineare indipendente da
x in R", ¢ dato da Ax + ATx.

Sempre per la definizione di differenziale, scelto un xg € R", in questo caso abbiamo

x - Ax —x0 - Axg — V f(x0) - (x — x0)

lim =0.
X—X0 |x — xo|
D’altra parte, si puo scrivere
|x - Ax — x0 - Axg — V f(x0) - (x — x0)|
I = ol
o x-Ax —x0- AX + %0 - AX — X0 - AXg — V f(x0) - (X — Xp)|
- % = ol
_ |(x—x0) - [Ax + ATx0 — Vf(x0)]]
[[x = %ol

Come nel caso precedente poniamo x — xg = vt e passiamo al limite per ¢ — 0. Otteniamo

(A ATxy —
0 — 1 IV TAGRo + ) + ATx0 — Vf(x0)]] _
t=0 Il

v - [Axg + ATxo — V f(x0)]]-

Questo risultato vale per ogni versore v e per ogni punto xg. Ne segue il risultato richiesto.
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Dimostriamo il seguente importante risultato.
Teorema 2.3 Ogni funzione differenziabile in xg € continua in Xg.
Dim. Calcoliamo la differenza f(x) — f(x¢). Si ha

f(x) = f(x0) — df(x0)(x — x0)

I = ol

f(x) = f(x0) = % — xol| + df(x0)(x — X0)-

Facendo uso della disuguaglianza triangolare, della disuguaglianza di Schwarz e osservando che d f (xg) (x—
xp) = Vf(x0) - (x — X¢), otteniamo

f(xo)| < ‘f(x)_f(X())—df(xo)(x — X0)

1769~ T I = xoll| + 9.7 x0) - (x = x0)
< [P =T CORZ) oy 4197l

Infine, passando al limite per x — xq e sfruttando la differenziabilita, ricaviamo

lim [£(x) — £(x0)| <0+ [[Vf(xo)l| Jim [x— o]l =0,

X—X0

da cui segue la continuita di f.

Teorema 2.4 Condizione sufficiente affinché la funzione f sia differenziabile in x¢ € che esista un
intorno sferico B,(xq) in cui f ammette derivate parziali e che queste siano continue in Xg.

Dim. Dimostriamo il teorema nel caso piu semplice, quello delle funzioni di due variabili. Sia f
definita in A € R? e sia xg € A, x € B.(xg) N A. Posto

f(x) = f(x0) = f(x,y) = f(zo,90) = f(x,y) = f(wo,y) + f(20,y) = f(20,40),

supporremo che la funzione abbia derivate parziali continue in xg. Applicando il teorema del valor
medio alle due differenze f(z,y) — f(zo,y) e f(zo,y) — f(z0,y0), rispettivamente negli intorni I, di
xg e I, di yo (con I, x I, C By(xg)), otteniamo

Fay) ~ faoy) = L )a—w0), & el
f(xo,y) — f(xo,90) = gjyc(ﬂﬁoafz)(y — ), &€y

Poniamo ora
Nlx,xa) = ) = (o) — 52 x0) o = a0) = 52 (xa)(y = o)

e sostituiamo i risultati precedenti.

0 0 0 0
Nexx0) = [T ) = 5 o) @ 00+ | G o) = 5L 0] (0= o)
Si ottiene cosl, in I, x I,
0 0 0 0
VOxxa) <[5 6100 = 5L o) o = ol + 5 0.~ T x| -
0 0 0 0
<{|5 6 - S|+ [ one) - o) 1=l
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Per la continuita delle derivate parziali, passando al limite per x — x si arriva a

[V (%, %0)|

lim =0.
x=xo ||x — xo
Ne segue la differenziabilita di f in xg.
La differenziabilita di una funzione di due variabili z = f(x,y) in un punto (zo,yp), consente di

definire il piano tangente al grafico della funzione in (z¢, yo, f(x0,%0)). A tale scopo denotiamo con
{(x, f(x)) € R3, x € A}, il grafico della funzione f. Il punto (zo, yo, 20 = f(z0,y0)) apparterra a tale
grafico. Consideriamo la funzione reale, di due variabili,

¢(x) = f(x0) + df(x0)(x — xo0)-
Posto z = ¢(x), si puo scrivere
0 0
20 = VF(xa) - (x = x0) = 52 (x0)(a — 20) + 5 (x0) = o)
Quest’ultima equazione rappresenta un piano in R3. Tale piano passa per il punto (Xg, f(xo)) ed il
versore n, ad esso normale, puo essere ricavato dal gradiente di f in xg. Si ha infatti

%(Xo)el + %(Xo)ez —es3

) 2 ) 2
le) le)
\/ 50| + [Zxo)] 1
Notiamo che, in forza della differenziabilita di f in xq,

i 00 =000 L FG0 — f(x0) — df (xo)(x ~ o)

oxo lx—xof| - xox0 [[x = %o

n—

=0.

Ne segue che la differenza f(x)— ¢(x) € un infinitesimo di ordine superiore a ||x —xp|| quando x — xg.
In analogia al caso della tangente al grafico di una funzione di una variabile reale, questa proprieta
corrisponde alla condizione di tangenza del piano z = ¢(x) al grafico di f in xp.

e Esempio

Verificare che la funzione di due variabili
flz,y) = %+ sin y

¢ differenziabile in x¢g = (1,0) e determinare I’equazione del piano tangente in (xg, f(xo)). La
funzione & definita in tutto R? e si ha
of

8—f—2x —— = cos
oxr 77 oy v

Le derivate parziali sono funzioni continue in tutto R2. Quindi la funzione f & differenziabile in
tutto R2. Poiché si ha
of of

or oy

ed essendo f(xg) = 1, si ottiene ’equazione del piano tangente,

(XO) =2, (XU) =1,

z—1=2(x—-1)+y.
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2.4 Funzioni vettoriali e funzioni composte

Consideriamo una funzione f : A C R™ — R™ che ad n-uple di numeri reali fa corrispondere m-uple
di numeri reali. E possibile estendere i concetti di limite e di continuita per tali funzioni, in modo
perfettamente analogo a quanto fatto per le funzioni vettoriali di una variabile reale. In particolare,
denotate con fi, fa, ..., fm, le componenti di f rispetto alla base canonica in R™, si dimostra facilmente
che

xllg}o f(x) =1 se e solo se xllg}o filx) =10, (i=1,..m),

essendo [; le componenti di 1 nella stessa base. Da cio segue anche che la continuita di f in un punto
Xg € A, & equivalente alla continuita delle sue componenti f; : A C R™ — R nello stesso punto xg.

Estendiamo ora il concetto di differenziabilita alle funzioni vettoriali di piu variabili.

Si dice che f : A C R™ — R™ e differenziabile in xg € A se esiste una applicazione lineare Ly, : R" —

R™ tale che
lim f(xo +h) — f(x0) — Lx,(h)

h—0 ||l

=0,

dove h € R" e dove il limite ¢ ovviamente inteso nel senso della norma di R"™. Come prima chiameremo
Ly, il differenziale di f in x¢ e lo denoteremo con df (xp). In base alle premesse fatte, il limite precedente
¢ equivalente agli m limiti

fi(xo +h) — fi(x0) — dfi(x0)(h)

li =0, i=1,...,m.
b0 ]| ' "

Quindi, una funzione f : A C R™ — R™ e differenziabile se e solo se lo sono le sue funzioni componenti.
Preso un generico versore v € R" si ha

-~ Of;
— oxy,

dfi(x0)(v) = Vfi(xo) - v = (%0)vg-
k

La matrice m x n di elementi

a.%'k
si dice matrice jacobiana della funzione f. Le righe di questa matrice sono costituite dalle componenti
dei gradienti delle f;.

Jik

e Esempio

Calcolare la matrice jacobiana della funzione f : R? — R3 , data da

fi(x) =2z -3y
fa(x) = sinzy
fa(x) =2cosz — 3siny,

nel punto x¢ = (0,0). Le componenti di f sono continue con derivate continue. Si ha

0, 0h_ ok
Ox T Oz " Oz

%:—3 %:xcosxy %:—?mosy.
oy Oy T Oy

= —2sinx
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Per x = x¢ si ottiene,

2 =3
J=10 0
0 -3

Consideriamo ora due funzioni f : ACR" - R™, eg: BCR"™ — RP, con f(A) C BesiaF=gof
la funzione composta F : A C R™ — RP, definita da

Enunciamo, senza dimostrare, i seguenti risultati.

Teorema 2.5 Sia f continua in xg € A e g continua in yy = f(xg). Allora la funzione composta
F=gof ¢ continua in xq.

Teorema 2.6 Sia f differenziabile in xg € A e g differenziabile in yo = f(x0). Allora la funzione
composta F = g of ¢ differenziabile in xq e si ha

dF(xo) = dg(yo) o df(x0).

Presive R"ew e R™, siha, peri=1,....mej=1,..p,

_ dg,
d fi(x0)( 8 dg;(yo)(w) = hZ:l Tyh(y'())wh
Dal teorema 2.6 si ottiene
"9 "9 - 15) 5]
AF () (v) = 3 2% y0) D 52 (o) agq 200 (x0) ) .
hel Yh 1 T —1 Yn Tk

Ne segue che la matrice jacobiana della funzione composta F ¢ data dal prodotto righe per colonne
delle due matrici jacobiane di g e di f, ovvero

Jr(x0) = J4(y0)Jf(x0) J;;c = Z quh‘]i{k‘
h—1

Consideriamo il caso particolare di f: ACR -+ R%®e g: B C R?® — R. Si ha

F(t) = g(f1(t), f2(t), f3(t)), t e A.

Calcoliamo la derivata di F in tg € A. Posto g = g(x1,x2,x3) si ha

3
F(to)dt = dF(to) = (Z a—g dJ;’“( )) dt.

da cui,
F(t9) = 5 (E(0)Fi(t0) + 52 (8(t0)) (1) + 5 (E(t0)) o)
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1) Calcolare la derivata prima della seguente funzione composta F' mediante la formula prece-
dente e in modo diretto, dopo aver ricavato esplicitamente F'(t),

f1 (t) = et
F(t) = (gof)(), fa(t) =sint g(x,y,2) = 2y — ysinx.
f3(t) = arctant,

Si ha

dg dg . Jg
— = —ycosxr, — =z-—sinr, — =Y
dy

ox 0z

Calcolando queste derivate parziali per z = e,y = sint, z = arctant, e sostituendo nella formula

_ 9y () 99

0
FI(0) = 5oL + 50 fa(0) + 5 i),

si ottiene )
F'(t) = sint (14—252 — el cos et> + cost(arctant — sin e').
Calcolando direttamente F'(t), si ha
F(t) = g(fi(t), f2(t), f3(t)) = arctantsint — sin ¢ sin e’,

da cui, derivando, si ottiene il risultato precedente.

2) Calcolare la matrice jacobiana della funzione composta F = go f, dove f : R? — R? e
g : R? = R? sono date da

{fl(w,y) =z {91(93,?;) = zeY¥

fQ(CL‘ay) =y, gZ(x)y) :yex

Si ha

or 0 ox oy T oy T

%:ey %:yex %:wey %:em

Ox T Oz T 0y © Oy '
da cui

?993:1 (2, zy) = €™, 68?1;2(95’373/) = wye’, %gyl(x’xy) = e %g;(x’xy) -

Ne segue

T T s — e ze™\ (1 0\  [(1+ay)e™ z2e™
E=29%0 = \pye®  €® y =) \ye*(l+z) xe® )~

3) Calcolare la matrice jacobiana delle funzioni composte F; = gof e Fy = fogdove f : R? = R
e g: R — R? sono date da

g1(t) = tet

_ 2
fa,y) =" +2y, {gg(t) =sin2t
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Le derivate sono

g:Z% ﬁ:

Nel primo caso si ha
g4+ 2y) =1+ 2 + 2y)e:’3262-y, gh (2% 4 2y) = 2cos(222 + 4y),

e di conseguenza

(1+ 22 4 2y)e®” 2
T =Jeds = ( 2 cos(2z? + 4y) (2x 2)
_ (2z(1+ 2%+ 2y)e” e 2(1 4 22 4 2y)e e
4z cos(2z? + 4y) 4 cos(2x2 + 4y) '

Nel secondo caso si ha

%(t@t, sin 2t) = 2te’, gi(t@t, sin 2t) = 2,

da cui
(1+t)et

T, = JpJy = (2te' 2) < 2 e 2t> =2te® (1 + 1) + 4 cos 2t = Fy(t).

2.5 Derivate successive e formula di Taylor

Le derivate parziali prime di una funzione f : A C R™ — R possono essere considerate funzioni nel
dominio B di derivabilita. Se tali funzioni sono derivabili, si potranno calcolare le derivate parziali
seconde, e cosi via si definiscono le derivate parziali terze, quarte, etc. In generale la derivata parziale
seconda
0% f
8ﬂfia$]’ ’

rispetto alle variabili x;, z; puo risultare diversa dalla derivata parziale rispetto a x;,x;, cioe quella
che si ottiene invertendo 'ordine di derivazione. Per esempio la funzione

o T @) #0.0)
fiwy) {o " ey = 0,0)

ha derivate parziali seconde in z = 0,y = 0 date da

0% f
oxdy

o0 f
0yozx | _o

x=0

)

Vale il seguente risultato, che non dimostreremo.
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Teorema 2.7 (di Schwarz). Data una funzione f : A C R?2 — R con A aperto, e dato un punto
(xo,y0) € A, se le derivate parziali seconde

0% f 0% f
0xdy’ Oyox’

sono definite in un intorno sferico B,[(xo,y0)] e continue in (xg,yo) allora esse coincidono in (g, yo).

Il teorema di Schwarz si pud generalizzare a funzioni di n variabili di classe C* con k arbitrario.
Nell’ambito di validita di questo teorema possiamo calcolare le derivate parziali di ordine superiore al
secondo, senza preoccuparci dell’ordine in cui vengono effettuate le derivate stesse.

Consideriamo una funzione f € C¥(A), essendo A un aperto di R™. Preso xg € A, sia w € R" tale
che Bjw|(x0) C A. Consideriamo la restrizione F' della funzione f al "segmento” {x € R" : x =
xg +tw,t € [0,1]}, ovvero

F(t) = f(xo +tw).
Questa puo essere considerata una funzione composta di ¢ tramite la f e la x(¢) = x¢ + wt. Essendo

f € CF(A), sara F € C*([0,1]). Sviluppiamo allora la funzione F(t) nel suo polinomio di Taylor
attorno a ¢t = 0. Si ha

Jn (k)
F(t) = F(0) + F'(0)t + 2(0)752 te (O)t’“ + Ry (t,0).
In particolare, per t = 1, abbiamo
F(0 F®) (0
F(1) = F(0) + F'(0) + 2( ) +..+ k'( ) + Ri(1,0).

Osserviamo ora che

FO)=f (Xo)

Z O XO ws,
n agf
F// 0 — i
( ) P axlax] (X())’LU 'UJ],
FR@O) = ) —f(xo)wilwiz...wik.

a.’Eil 89% a.Tzk

11,02, ,0=1

Posto x = x¢ + w, avremo F'(1) = f(x) e w = x — X¢. Sostituendo nello sviluppo di F' otteniamo

£ = Fxo) + 3 5 (o) e 3% —a?)(z; — )

i=1 i,j=1

1 " 3kf 0 0 0
+..-+H E —(XO)(mu _xil)(xiz _xlz)(xlk _xik)
. o
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Questa espressione rappresenta la formula di Taylor per funzioni di piu variabili. Il resto R (x,xq)

delle formula di Taylor si pud scrivere nella forma di Lagrange, purche f € C*¥t1. Poiché si ha

FU(r)
Ry (1,0) = k+D con T € [0,1],
si ottiene
1
Rk(X)XO) (k—|—1)'><
. HU+1) f
Z 81:1'181:1'2 8$ik+1 (XO + TW)(xil - ZC?I)(.TiQ — x?2)”'(xik+1 — $?k+1)'

11,82, 501 =1
Osserviamo che, per ogni i = 1,...,n, si ha
i — 2] < [|x = xo.
Cio comporta che
| Ry (%, x0)| < Mil|x — xo|[*+1,

dove
n 8(k+1)f

1
My — —— _Z
TR D) e ) 2 i, .0,

11,82, 1 +1=1

(xp +wWT)

Ne segue che Ry (x,%g) ¢ un infinitesimo di ordine superiore rispetto a ||x — xo||*, ovvero

. Ry (x,x0)
1m ———
x—=xo [|x — x||*

=0.

e Esempio

Scrivere la formula di Taylor per la funzione f(z,y) = ye®™ attorno al punto (0,0) fino al terzo

ordine. Esplicitamente si ha

_ of of O f 0 f *f
ﬂ%w—fmﬂﬂykmﬁﬂ+a¢&®y 5 |52 0.002% + 250,002y + 55(0.0)5°
O f o f 2 o f & f 3
+ 9 350, 0)z3 +36x28y(0’0)x y+38x8y2(0’0) —1—87((),0)3/ } + R3(x,0).
Le derivate parziali che compaiono nella formula sono date da
af _ 2 1y 8f
82f 3,z 82f 2 T 82f 2 T
@:yey» 8x8y:(2y+yx)ey, @:(2$+$y)ey
Pf 4.y O >, 3 ay Of 2 2
ZJ T — T = (244 Ty
3
g‘é = (32 4 23y)e™Y
Y

Dopo aver valutato queste derivate in (0,0), otteniamo

f(z,y) =y + zy* + R3(x,0).
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Nel seguito sara utile avere una espressione di tipo vettoriale per la formula di Taylor con k = 2. Sia
xg € A esia f € C?. Per k = 2 possiamo scrivere

F(x) = f(xo) + Y gj (x0)(zi —a7) + 5 B o, X0)(Ti = 7)) (j — 25) + Ra(x,%0).
i=1 v

Introduciamo la matrice H(xg) i cui elementi sono dati da

P (o)
8xi8wj 0/

hij(x0) =

Si tratta di una matrice n X n, detta hessiana della funzione f in xq. Per il teorema di Schwarz essa
¢ simmetrica. Facendo uso di questa matrice la formula di Taylor si puo anche scrivere

£06) = f(x0) + A (x0) (x = x0) + 5 0x = x) - Fx0) (x — o) + Ralox, %0).

dove H(xq) ¢ un operatore lineare simmetrico in R™ a cui ¢ associata la matrice hessiana. Ricordiamo
infine che Ry ¢ un infinitesimo di ordine superiore rispetto a ||x — x¢l|?.

2.6 Massimi e minimi relativi

Sia f: ACR"™ — R esiaxg e A. Sidice che xg ¢ un punto di massimo relativo (minimo relativo)
per f se esiste un intorno sferico Bs(xq) tale che Vx € Bs(xg) N A si abbia

fx) < flxo) (%) = f(x0))-

Teorema 2.8 Data f: A C R" — R differenziabile in un punto xq interno ad A, se Xg € un punto
di massimo o di minimo relativo, si ha

df(xo) = 0.

Dim. Dobbiamo dimostrare che sotto le ipotesi date, si ha df(x¢)(v) = 0, Vv € R"™. Supponiamo,
per fissare le idee, che xg sia un punto di massimo relativo per f. Allora f(x) < f(xp) per ogni
x € Bs(xp) N A. Preso un generico versore v € R™, consideriamo la funzione

F(t) = f(xo +tv),

dove t € R & tale che (xg + tv) € Bs(xg) N A. Poiché questa funzione ¢ una restrizione di f definita
in un intorno contenente xq, si avra f(xo +tv) < f(xo), quindi F'(¢) ¢ una funzione di variabile reale
che ammette un massimo relativo in t = 0. Ne segue che F’(0) = 0. Essendo

PO = 5L oy = afxo)v)
k

si avra df(xg)(v) = 0 per ogni scelta di v in R™. La dimostrazione ¢ identica nel caso si supponga
che x¢ sia un punto di minimo relativo.

Coerentemente con la terminologia usata nel caso delle funzioni di una variabile reale, chiameremo
punti di stazionarieta per f, tuttii punti per i quali df = 0. Osserviamo che ’annullarsi del differen-
ziale comporta "annullarsi del gradiente di f in xg e quindi di tutte le derivate parziali prime di f in
xq. Infatti, essendo

df(x0)(v) = Vf(xo) - v,
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si ha

df(xo)(v) =0, ¥WwveR" < Vf(x9)=0, < g;};f (x0) =0, (i=1,...,n).

Teorema 2.9 Sia f : A C R® — R una funzione di classe C? e sia xo un punto di stazionarieta
per f, interno ad A. Condizione necessaria affinché x¢ sia un punto di minimo relativo (massimo
relativo) € che la matrice hessiana in X sia semidefinita positiva (semidefinita negativa,).

Dim. Essendo f € C?, scriviamo la formula di Taylor per k = 2.

f(x) = f(x0) + df(x0)(x — x0) + %(X —x9) - H(x0)(x — x0) + Ra2(x,X0)-

Poiché xg ¢ un punto di stazionarieta, si ha df(x¢) = 0, e di conseguenza, posto x = xg + tv, dove v
¢ un generico versore in R™, avremo

1
f(xo+tv)— f(xo) = itzv -Hv + Ry(x0 + tv,Xo),

dove abbiamo fatto uso della linearita dell’operatore H. Supponiamo ora che xg sia un punto di
minimo relativo. Esistera un intorno di ¢ = 0 in cui f(xo + tv) — f(x0) > 0 e quindi, in quell’intorno

v-Hv + 2t_2R2(X0 + tv,xq9) > 0.

D’altra parte, si ha
Ro(x, . R tv,
0= lim 72@( X0) = lim 2(X + v, Xo)
X—XQ ||X—X0||2 t—0 t2

quindi, essendo v - Hv indipendente da ¢, si ha

0< %in%[v “Hv + 2t 2Ry (x¢ + tv,%¢)] = v - Hv.
ﬁ

Questo risultato vale per ogni scelta di v quindi H e semidefinito positivo, cioe la matrice hessiana in
Xq € semidefinita positiva. In modo perfettamente analogo si dimostra che se il punto xg & di massimo
relativo, allora la matrice hessiana in xg deve essere semidefinita negativa.

Il teorema precedente fornisce solo una condizione necessaria affinché un punto di stazionarieta sia un
massimo (o un minimo) relativo. La condizione non ¢ sufficiente. A questo proposito consideriamo il
seguente esempio.
Data la funzione

f(fff,y) = '12 - y47
cerchiamo i suoi punti di stazionarieta imponendo ’annullarsi del differenziale, ovvero I’annullarsi delle
sue derivate parziali prime. of

ox

da cui ricaviamo xp = (0,0). La matrice hessiana in tale punto ¢

1o =3 o).

e risulta semidefinita positiva, in quanto v - H(0)v = 21)% > 0. La funzione, tuttavia, non possiede
un minimo in (0,0) perché risulta positiva lungo 1’asse delle = e negativa lungo 'asse delle y, in un
qualunque intorno di (0, 0).

22 =0,
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Teorema 2.10 Sia f : A C R® — R di classe C? e sia xo un punto di stazionarietd per f, interno
ad A. Condizione sufficiente affinché xq sia un punto di minimo relativo (massimo relativo) é che la
matrice hessiana in xg sia definita positiva (definita negativa).

Dim. Nellipotesi f € C2, ed essendo xq di stazionarieta, possiamo scrivere

£06) = fxa) = 505 = x0) - (o) (x — o) + Ra (3, X0),

in un intorno di xg contenuto in A. Poiché H(x(p) € una matrice simmetrica, essa ammettera n
autovettori ortonormali eq, e, ..., €,. Questi autovettori formeranno una base in R” e potremo scrivere

n

X —Xp = E C;€;.

=1

si ottiene cosl,
n
H(x0)(x — x0) = H(xo) Zczez Z ci)\(’)ei,
i=1

essendo A9 gli autovalori corrispondenti. Moltiplicando scalarmente a sinistra per (x —xg), otteniamo
n
(x —xp) - H(x0)(x — x0) Z CicjA e] e, = Z:/\(’)c2
t,j=1 i=1

Supponiamo ora che H(xg) sia definito positivo. Allora tutti i suoi autovalori sono positivi. Quindi,
preso il piu piccolo tra questi, chiamiamolo A, avremo

(x —xp) - H(xp)(x — x0) Z)\’)CQ>)\ZC = \[|x — %ol

Si ottiene cosi )
f(x) — f(x0) > *;\HX — xo||* + Ra(x, %o).

Ricordando che Ry & un infinitesimo di ordine superiore rispetto a [|x —xg||?, fissato un € < %)\ esistera

un intorno Bs(xp) in cui
1< R2 (X XQ) 1<
— A< —e< /5 < e < ),
2 x—xol? =52
e quindi f(x)— f(x0) > 0, Vx € Bs(x0)NA. In modo perfettamente analogo si procede per dimostrare
che se nel punto di stazionarieta xg di f la matrice hessiana & definita negativa, allora xg € un punto

di massimo relativo per f.

I risultati precedenti forniscono un metodo di ricerca dei massimi e dei minimi relativi di una funzione
di pitu variabili. In pratica, bisogna cercare i punti di stazionarieta della funzione e, in tali punti,
calcolare la matrice hessiana. Se questa matrice risulta definita abbiamo sicuramente un punto di
massimo o di minimo relativo. Se la matrice hessiana non & né definita ne semidefinita, cioe, come
si usa dire, € non definita, il punto non € né di massimo ne di minimo. Nel caso di funzioni di due
variabili, un punto in cui la matrice hessiana non & definita si dice punto di sella. Si consideri ad

esempio la funzione f(z,y) = 22 — y?. Essa ha un unico punto di stazionarietd in (0,0) e la sua

matrice hessiana in questo punto e
2 0
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che non ¢ definita. Il punto (0,0) ¢ allora un punto di sella. Esso ¢ caratterizzato dal fatto che la
restrizione della F' lungo la retta y = 0 ha un minimo in (0,0) mentre la restrizione della F' lungo la
retta z = 0 ha un massimo in (0,0) (vedi il grafico della funzione, in figura).

Per stabilire se la matrice hessiana ¢ definita, basta calcolarne gli autovalori. Se questi sono tutti
positivi o tutti negativi, la matrice sara definita rispettivamente, positiva o negativa. Se gli autovalori
sono tutti non negativi o tutti non positivi la matrice sara semidefinita rispettivamente, positiva o
negativa. In tutti gli altri casi I’hessiana sara non definita.

o Esempi

1) Determinare gli eventuali punti di massimo e di minimo relativo della funzione

flz,y) =2 +y° — ay.

Determiniamo i punti di stazionarieta, imponendo 'annullarsi delle derivate parziali prime. Si

ha of
_— = 2 — =
9z XY 0,
of a2 _
By 3y° —x =0,

da cui si ottengono i due punti di stazionarieta x; = (0,0),x2 = (1/12,1/6). La matrice hessiana

| o= )

ne= (2 ) me= (2 ).

Determiniamo gli autovalori di H(x1). Dall’equazione caratteristica

si ha, allora

det(H(x1) = M) =X -2A—-1=0
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ricaviamo A; = 14++v/2, Ay = 1—+/2. Poiché \; > 0, A2 < 0, ne segue che la matrice H(x1) & non
definita, quindi x; & un punto di sella. Determiniamo gli autovalori di H(x2). Dall’equazione
caratteristica

det(H(x2) — M) = A2 =3\ +1=0,

otteniamo,

3+vh _3-6

2 2Ty

Ambedue gli autovalori sono positivi quindi la matrice hessiana risulta definita positiva. Il punto
X9 ¢ allora un punto di minimo relativo per f.

A =

2) Determinare gli eventuali punti di massimo e di minimo relativo della funzione
flz,y,2) =22 + 2% + 22 + zy — z2.

Impongo le condizioni di stazionarieta

of B
of

7:4 =

ay y—+ax =0,
of B
—82—2z—x—0,

che ammettono la sola soluzione x = (0,0,0). Si ha

2 1 -1
HO) =1 4 0
-1 0 2

da cui si ricava

det(H(0) —AX) =0 = —A>+8)\2—18\+10=0.

Questa equazione non ammette radici non positive quindi le tre radici saranno necessariamente
positive e la funzione avra in (0,0,0) un punto di minimo relativo.

3) Determinare gli eventuali punti di massimo o di minimo della seguente funzione
fz,y) = 32% — y* + 22y — .
La condizione di stazionarieta implica

6rx+2y—1=0
—2y+2x =0

da cui si ricava 'unico punto di stazionarieta

11
Xo=1|=,=].
0= \8's

La matrice hessiana ha elementi costanti e vale

H:@ _22>.
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I suoi autovalori sono

A =2 — 2V, Ao = 2+ 25,

L’hessiana € dunque non definita ed il punto trovato ¢ un punto di sella.

31
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